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电子自旋的时间量子控制

董道毅, 陈宗海
(中国科学技术大学 自动化系, 合肥 230027)

摘　要: 提出一种时间量子控制方案,通过控制所加外部控制场的作用时间能有效地控制电子自旋到达给定的目标

量子态,同时发现电子自旋状态能随控制场作用时间呈周期性变化. 讨论了外部控制场与其作用时间的关系,结果表

明:对于给定的量子控制任务,在选定的某个周期内,作用时间与控制场强度成反比.
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Abstract: A tim e quan tum contro l schem e is p ropo sed, in w h ich the electron sp in can effectively be con tro lled to

given ob jective quan tum state th rough con tro lling acting tim e of ex ternal con tro l field. T he sta tes of electron sp in

periodically vary w ith the acting tim e of con tro l field. T he rela t ion betw een ex ternal con tro l field and its acting tim e

is also discussed. T he resu lt show s that the acting tim e is in inverse p ropo rt ion to con tro l strength in som e certa in

period w hen a quan tum contro l task is given.
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1　引　　言
　　量子理论的创立是 20 世纪人类最重要的成就

之一,它将人们的视角从宏观领域引入到微观系统.

近年来,选键化学和量子信息学[1 ]的迅速发展使得

对量子态的制备、识别[2 ]和控制变成了科学家们的

一项中心任务. 同时, 经典装置 (如集成芯片、半导

体)的尺寸越来越小,量子效应也开始显现出来. 既

然量子领域存在一系列区别于宏观系统的现象,如

量子纠缠、量子干涉、海森堡测不准原理等,经典控

制论就无法有效的指导完成各种量子控制任务,从

而导致量子控制论的产生和发展[3 ]. 量子控制论主

要研究对象是量子力学系统,其目的是有效的对量

子系统状态进行主动控制,以按人们的期望暂时的

或是永久的改变微观物质的状态[4 ]. 根据控制的目

的不同,可以大致细分为: 状态控制、最优控制和跟

踪控制等. 量子控制论作为一门新兴交叉学科,近年

来得到迅速发展. 目前,对量子控制论的研究主要涉

及到量子系统的建模[5 ]、能控性[6 ]、量子最优控制[7 ]

和量子反馈控制[8～ 12 ].

在众多的量子控制任务中,对电子自旋进行控

制是一项十分有意义的工作. 因为自旋电子是一个

两态量子系统,它具有自旋朝上和自旋朝下两个特

征量子态,可以构成量子比特作为量子通信、量子计

算机的信息单元,既然对量子信息的处理实质上是

对量子态进行操纵[1 ] ,可通过对电子自旋的量子控

制来实现各种量子信息处理任务.

本文提出了一种时间量子控制方法,可通过控

制外加恒定控制场的作用时间来对电子自旋态进行



有效的量子控制,并发现电子自旋态随控制场作用

时间呈周期性变化. 另外还讨论了外加控制场与控

制时间的关系. 结果表明: 对于给定的量子控制任

务,在选定的某个周期内,作用时间与控制场强度成

反比.

2　电子自旋的描述
　　在量子控制中, 所研究的对象是量子力学系

统,要控制的是系统的量子态. 根据量子力学可知,

系统的量子态可用希尔伯特空间的态矢 ûΩ( t)〉描

述, ûΩ( t)〉是一个复数矢量,如果在希尔伯特空间中

选用一组基矢{ûΥ1〉, ûΥ2〉,⋯, ûΥn〉}, 则 ûΩ( t)〉可表

示为[13 ]

ûΩ( t)〉= ∑
n

i= 1

C iûΥi〉. (1)

其中: C i ( i = 1, 2,⋯, n ) 是复系数, ûC iû 2表示测量量

子态 ûΩ( t)〉时得到结果 ûΥi〉的概率, {ûΥ1〉, ûΥ2〉,

⋯, ûΥn〉}中的 ûΥi〉( i = 1, 2,⋯, n ) 也称为该量子系

统的特征量子态. 由此可见, 对一个量子系统, 它不

仅可以处于特征量子态上, 而且可以处于它的各个

特征量子态的任意叠加态,量子通信、量子计算的许

多优越性正是来源于这一叠加性[1 ]. 对处于量子态

的 ûΩ( t)〉进行观测, ûΩ( t)〉将以 ûC iû 2 的概率跳变

到 ûΥi〉. 因而, 在量子控制中, 必须考虑获取信息的

过程也破坏系统状态本身这一问题.

按照量子理论,量子态 ûΩ( t)〉随时间的演化遵

循 Sch roβdinger方程[13 ]

ih
5
5t

ûΩ( t)〉= H ûΩ( t)〉. (2)

其中: i为虚数单位, h 为普朗克常量, H 为系统的哈

密顿算符. 如果给定初始时刻系统的量子态为

ûΩ(0)〉, 则 t 时刻量子态 ûΩ( t)〉可通过幺正算符

U ( t) 对 ûΩ(0)〉的作用来得到,即

ûΩ( t)〉= U ( t) ûΩ(0)〉. (3)

将式 (3) 代入式 (2) ,可得

ih
5
5t

[U ( t) ûΩ(0)〉] = H U ( t) ûΩ(0)〉, (4)

容易解出U ( t) 为

U ( t) = e- iH töh , (5)

则 t时刻量子态 ûΩ( t)〉可表示为

ûΩ( t)〉= e- iH töhûΩ(0)〉. (6)

　　下面来具体考虑电子自旋的描述. 大量实验事

实表明, 电子在绕原子核运动时, 还存在一种“自

转”, 它是电子的一种内禀属性, 称为电子自旋[13 ].

研究表明, 电子自旋在空间任何方向的投影只可能

取两个值,即± hö2. 为方便,取 + hö2时称自旋朝

上, 形象记为 û↑〉, 取 - hö2 时称自旋朝下, 记为

û↓〉. 为了描述电子自旋这一量子态,引入一个新变

量 sz ,它的取值只能是± hö2,则量子态可表示成一

个两分量的列矢量,即

ûΩ(sz , t)〉=
ûΩ(+ hö2, t)〉

ûΩ(- hö2, t)〉
= Αû↑〉+ Βû↓〉.

(7)

其中: Α和 Β是两个复系数, ûΑû 2和 ûΒû 2分别表示自

旋朝上和自旋朝下的概率. 为了能方便地在希尔伯

特空间计算,可取两个基矢分别表示两个自旋指向,

不妨取

û↑〉=
1

0
, (8)

û↓〉=
0

1
. (9)

　　取自旋算符S
_

= (sx , sy , x z ) ,根据量子力学知识

可知,自旋算符的 3个分量满足如下关系[13 ]:

sx sy - sy sx = ihsz ,

sy sz - sz sy = ihsx ,

sz sx - sx sz = ihsy.

(10)

　　 为计算方便, 通常引入泡利矩阵 Ρ
_

= (Ρx , Ρy ,

Ρz ) ,满足

S
_

=
h
2

Ρ
_
. (11)

根据电子自旋的性质, 结合式 (10) 和式 (11) , 并作

某些人为规定,可得到泡利矩阵的 3个分量为

Ρx =
0 1

1 0
, Ρy =

0 - i

i 0
, Ρz =

1 0

0 - 1
.

(12)

有了泡利矩阵,便可以方便的进行电子自旋计算,如

　　Ρx û↑〉=
0 1

1 0

1

0
=

0

1
= û↓〉, (13)

　　Ρy û↑〉=
0 - i

i 0

1

0
=

0

i
= iû↓〉. (14)

经简单计算,还可以得出泡利矩阵具有如下性质:

Ρx Ρy + Ρy Ρx = 0,

Ρy Ρz + Ρz Ρy = 0,

Ρz Ρx + Ρx Ρz = 0;

(15)

Ρ2
x = Ρ2

y = Ρ2
z = Ρ0 =

1 0

0 1
. (16)

3　电子自旋的时间量子控制
　　考虑恒定磁场中电子自旋的量子控制问题,设

电子的磁矩为M
_

= kS
_

(k 为常系数) ,如果初始时刻

电子处于自旋朝上 (不妨设为 z 轴正向) ,即 ûΩ(0)〉

= û↑〉,就让电子沿 y 轴运动,用 y 轴方向的恒定磁

场作为外部控制场,即U
_

= u 0 e
_

y. 然后,通过控制所
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加外部控制场的时间来对电子自旋的量子态进行控

制,求取外部控制场与时间的关系.

根据量子力学知识可得系统的哈密顿算符

为[13 ]

H = - M
_

õU
_

= - ku 0S
_

õ e
_

y = - ku 0sy. (17)

结合式 (11) ,可得

H = -
ku 0

2
hΡy. (18)

根据式 (6) 可以写出 t时刻系统的状态为

ûΩ( t)〉= e- iH töhûΩ(0)〉= e
ku0 t

2 iΡy û↑〉. (19)

　　为了进一步计算,下面先证明引理 1和定理 1.

引理 1　设 Α
_
是一个三维矢量, Α= û Α

_
û ,则 (Α

_
õ

Ρ
_

) 2 = Α2Ρ0.

证明　记 Α
_

= (Αx , Αy , Αz ) ,则

(Α
_

õ Ρ
_

) 2 = (Αx Ρx + Αy Ρy + Αz Ρz ) 2 =

Α2
x Ρ2

x + Α2
y Ρ2

y + Α2
z Ρ2

z + Αx Αy Ρx Ρy +

Αx Αz Ρx Ρz + Αy Αx Ρy Ρx + Αy Αz Ρy Ρz +

Αz Αx Ρz Ρx + Αz Αy Ρz Ρy. (20)

利用式 (15) 和式 (16) ,可得结论

(Α
_

õ Ρ
_

) 2 = (Α2
x + Α2

y + Α2
z ) Ρ0 = Α2Ρ0. (21)

　　定理 1　设 Α
_
是一个三维矢量, Α= û Α

_
û , e

_
Α =

Α
_

öΑ,则 e i Α_õ Ρ_ = Ρ0co sΑ+ i( e
_

Αõ Ρ
_

) sinΑ.
证明

e i Α_õ Ρ_ = ∑
∞

n= 0

i2n

(2n) !
(Α

_
õ Ρ

_
) 2n +

∑
∞

n= 0

i2n+ 1

(2n + 1) !
(Α

_
õ Ρ

_
) 2n+ 1. (22)

　　利用引理 1的结论,并考虑到 (Ρ0) n = Ρ0,可得

　　e i Α_õ Ρ_ = ∑
∞

n= 0

(- 1) n

(2n) !
Α2nΡ0 +

　　i(Α
_

õ Ρ
_

) Α
û Α

_
û∑
∞

n= 0

(- 1) n

(2n + 1) !
Α2n =

　　Ρ0co sΑ+ i( e
_

Αõ Ρ
_

)∑
∞

n= 0

(- 1) n

(2n + 1) !
Α2n+ 1 =

　　Ρ0co sΑ+ i( e
_

Αõ Ρ
_

) sinΑ. (23)

　　根据定理 1,可得到

e
ku0 t

2 iΡy = Ρ0co s (ku 0

2
t) + iΡy sin (ku 0

2
t). (24)

　　将式 (24) 代入式 (19) , 并利用式 (14) 和关系

Ρ0û↑〉= û↑〉,可得 t时刻电子自旋态为

ûΩ( t)〉= co s (ku 0

2
t) û↑〉- sin (ku 0

2
t) û↓〉. (25)

　　对上述结果,本文作如下讨论:

1) 显然, 对于一个给定的目标自旋态, 控制场

强度 u 0 与作用时间 t成反比关系,即对同一个量子

控制问题,较大的控制场强度需要的控制时间较短.

2) 从式 (25) 可以看出,在恒定的外部控制场作

用下, 通过控制作用时间大小可以控制电子自旋到

预先给定的量子态, 这正是本文提出时间量子控制

方案的依据. 例如, 在
ku 0

2
t∈ [ 0, Π] 内, 如果给定目

标量子态,可以得到相应的控制时间解,表 1中给出

了几组结果.

由此还得到在同一周期内对应不同目标自旋态

的控制场 2作用时间关系示意图,如图 1所示.

图 1　同一周期内不同目标自旋态情况

3) 根据式 (25) 还可以看出,电子自旋态随作用

时间周期性变化,又根据量子理论可知,在任意一个

量子态前面添加正负号所得的量子态与原来量子态

相同,因而周期为T = 2Πö(ku 0). 假设量子控制任务

是将电子自旋进行翻转,则作用时间和控制场只需

表 1　目标电子自旋态与作用时间关系表

N o. 目标量子态 ku0 tö2 作用时间 t 目标态的物理解释

0 û↑〉 0 0 自旋朝上

1 3
2

û↑〉- 1
2

û↓〉
Π
6

Π
3ku0

处于自旋朝上与自旋朝下的量子叠加态,自

旋朝上概率 75◊ ,朝下概率 25◊

2 2
2

(û↑〉- û↓〉)
Π
4

Π
2ku0

处于自旋朝上与自旋朝下的量子叠加态,自

旋朝上和自旋朝下概率各为 50◊

3 - û↓〉 Π
2

Π
ku0

自旋朝下,该量子控制任务对应于将电子自

旋进行翻转

4 -
2

2
(û↑〉+ û↓〉)

3Π
4

3Π
2ku0

处于自旋朝上与自旋朝下的量子叠加态,自

旋朝上和自旋朝下概率各为 50◊
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要满足

　　　　
ku 0

2
t = (nΠ+

Π
2 ) , n = 0, 1, 2,⋯, (26)

即只需要控制作用时间为

t =
(2n + 1) Π

ku 0
. (27)

　　图 2中给出了几个不同周期控制场 2作用时间
关系示意图. 由此可以得到最小作用时间 (或者说最

优时间解)为Πö(k u 0 ). 因而, 对每个给定的量子控

制问题, 一般都有多个作用时间可以使系统达到目

标量子态,通常可以选取它的最优时间解.

图 2　同一目标自旋态不同周期内的情况

4　结　　语
　　量子控制是一门迅速发展的新兴交叉学科,本

文针对电子自旋态的量子控制问题,提出了一种时

间量子控制方案,通过控制所加外部控制场的作用

时间来有效地控制电子自旋到达给定的目标自旋

态. 经研究发现,电子自旋态随控制场作用时间呈周

期性变化,因而对某个选定量子控制任务,有多个作

用时间满足要求,通常选用最优时间解. 并讨论了外

部控制场与其作用时间的关系,结果表明:对于给定

的量子控制任务,在选定的某个周期内,作用时间与

控制场强度成反比. 本文的时间量子控制方案也可

以用到量子最优控制、量子反馈控制、量子通信网络

等问题的研究.

参考文献 (References)

[1 ] N ielsen M A , Chuang IL. Q uantum Com p u ta tion and

Q uantum Inf orm ation [M ]. Cam bridge: Cam bridge

U niversity P ress, 2000: 2259.

[2 ] Dong D Y, Chen Z H. C lustering R ecogn it ion of

Q uan tum States Based on Q uantum M odule D istance

[J ]. 量子光学学报, 2003, 9 (4) : 1442148.

(Dong D Y, Chen Z H. C lustering R ecogn it ion of

Q uan tum States Based on Q uantum M odule D istance

[J ]. A cta S in ica Q uantum Op tica , 2003, 9 (4) : 1442148. )

[ 3 ] 程代展. 量子控制——一个全新的学科领域[J ]. 控制与

决策, 2002, 17 (5) : 5132516.

(Cheng D Z. Q uan tum Contro l——A N ew A cadem ic

F ield [J ]. Control and D ecision, 2002, 17 (5) : 5132516. )

[ 4 ] 陈宗海,董道毅. 量子控制论 [J ]. 量子电子学报, 2004,

21 (5) : 5462554.

(Chen Z H , Dong D Y. Q uantum Contro l T heo ry [J ].

Ch inese J of Q uantum E lectron ics, 2004, 21 ( 5) : 5462
554. )

[5 ] T arn T J , H uang G, C lark J W. M odelling of Q uan tum

M echan ical Contro l System s [ J ]. J of M athem atica l

M od elling , 1980, 1 (1) : 1092121.

[6 ] A lbert in i F , D ’A lessandro D. N o tions of

Contro llab ility fo r B ilinearM ultilevel Q uan tum System s

[ J ]. IE E E T rans on A u tom atic Control, 2003, 48 (8) :

139921403.

[7 ] D’A lessandro D , D ah leh M. Op tim al Contro l of Tw o2
level Q uan tum System s [J ]. IE E E T rans on A u tom atic

Control, 2001, 46 (6) : 8662876.

[8 ] L loyd S. Coheren t Q uan tum Feedback [ J ]. P hy sica l

R ev iew A , 2000, 62: 1212.

[9 ] Dong D Y, Zhang C B , Chen Z H. Q uan tum Feedback

Contro l U sing Q uantum C lon ing and State R ecogn it ion

[ A ]. P roc of the 16th IFA C W orld Cong ress [ C ].

P rague, 2005: 196521971.

[10 ] Doherty A C, H abib S, Jacobs K, et a l. Q uan tum

Feedback Contro l and C lassical Contro l T heo ry [J ].

P hy sica l R ev iew A , 2000, 62: 1214.

[11 ] Yanagisaw a M , K im ra H. T ransfer Function A pp roach

to Q uan tum Contro l2Part É : D ynam ics of Q uan tum

Feedback System s [ J ]. IE E E T rans on A u tom atic

Control, 2003, 48 (12) : 210722120.

[12 ] Yanagisaw a M , K im ra H. T ransfer Function A pp roach

to Q uan tum Contro l2Part Ê : Con tro l Concep ts and

A pp licat ions [J ]. IE E E T rans on A u tom atic Control,

2003, 48 (12) : 212122132.

[13 ] 张永德. 量子力学 [M ]. 北京: 科学出版社, 2002: 682
256.

(Zhang Y D. Q uantum M echan ics [M ]. Beijing: Science

P ress, 2002: 682256. )

14第 1 期 董道毅等: 电子自旋的时间量子控制


