
第 21卷 第 10期
V o l. 21 N o. 10

　控　制　与　决　策
Con trol and D ecision　

2006年 10月
O ct. 2006

　　收稿日期: 2005206220; 修回日期: 2005210210.

　　作者简介: 查旭 (1972—) ,男,安徽怀宁人,博士生,从事飞行控制和非线性控制等研究; 胡云安 (1966—) ,男,湖北

松滋人,教授,博士生导师,从事神经网络控制、非线性控制等研究.

　　文章编号: 100120920 (2006) 1021167205
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摘　要: 针对如何解算 n 人非合作的动态博弈对策中的纳什均衡解问题,提出一种利用退火回归神经网络极值搜索

算法解算纳什均衡解的方法. 在动态博弈对策问题中,将每个竞争者视为一个代价函数,利用此算法可以使每个代价

函数均收敛于其最小值,从而获得此对策的纳什均衡解. 此算法不限制代价函数的具体形式,同时由于摒弃了正弦激

励信号,解决了一般极值搜索算法中存在的输出量“颤动”现象和控制量来回切换问题,改善了系统的动态性能.
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Abstract: A n algo rithm is p ropo sed to so lve the N ash equ ilib rium so lu tion fo r an n2person noncooperative dynam ic

gam e by an annealing recurren t neural netw o rk fo r ex trem um seek ing algo rithm (ESA ). In noncooperative dynam ic

gam e, each p layer is defined as a co st function. Each co st function w ill fast converge to its m in im um po in t by the al2
go rithm p ropo sed, so that the N ash equ ilib rium so lu tion can be ob tained. ESA com bined w ith the annealing recur2
ren t neural netw o rk does no t lim it the fo rm ation of the co st functions o r m ake use of search signals such as sinu2
so idal periodic signals, w h ich can so lve the“chatter”p rob lem of the ou tpu t and the sw itch ing p rob lem of the con tro l

law in the general ESA , and imp rove the dynam ic perfo rm ance of the system.
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1　引　　言
　　在一个 n 人非合作的动态博弈问题中,每个竞

争者都可以定义为一个代价函数,通过设计控制算

法使得每个代价函数都能尽快地收敛到其最小值,

从而获得该博弈问题的纳什均衡解[1, 2 ].

解算纳什均衡解的方法有很多[1, 3, 4 ] , Basar 针

对两人双代价函数的博弈问题,提出了解算纳什均

衡解的方法,但此方法仅局限于代价函数是具有静

态信息结构的线性二次高斯形式[3 ] ,因此该方法并

不具有普遍性; Bernardo 等提出了定量解算法, 该

方法要求详细了解代价函数的数学表达形式,因此

限制了此求解方法的应用;“第三方策略”方法可以

在不知晓代价函数的数学表达式形式,而只知道其

测量结果的情况下,解算出纳什均衡解,但这种方法

仅仅是一种经验方法,其结果具有很大的偶然性.

为了能够在代价函数只具有可测性而不能完全

知晓其数学表达形式的情况下解算出纳什均衡解,

本文提出了利用退火回归神经网络极值搜索算法求

解纳什均衡解的方法,该算法能够克服以往方法存

在的必须严格知晓或限制代价函数的形式以及方法

偶然性的问题,使控制对象迅速收敛于其纳什均衡

解.



极值搜索算法是由 T sien 于 1954 年提出的一

种自适应控制方法,该方法能在控制对象的某些信

息不被了解或者不确定的情况下,利用正弦函数作

为激励信号求解出代价函数的极值. 然而使用正弦

激励信号会导致系统输出存在“颤动”现象和控制量

的来回切换问题. 为了解决该问题,本文提出了将退

火回归神经网络与极值搜索算法相结合的方法: 首

先,将极值搜索算法问题转化为求解代价函数中斜

率为零的极值点问题,然后,构造出退火回归神经网

络,通过此神经网络搜寻到代价函数的极值点,并将

控制对象稳定于此极值点上. 退火回归神经网络极

值搜索算法中摒弃了原有的正弦激励信号,能较好

地解决一般极值搜索算法中存在的上述问题,极大

地提高了系统的动态性能,拓宽了极值搜索算法的

应用范围.

2　问题阐述
　　针对一个描述n人非合作的动态博弈问题的非

线性系统

d
d t

x ( t) =

f (x ( t) , u 1 ( t) , u 2 ( t) ,⋯, u n ( t) ) , (1)

第 i个竞争者的代价函数可以表述为

J i ( t) = J i (x ( t) ) ,

i∈ [ 1, 2,⋯, n ], (2)

因此,系统的代价函数可以表述为

y = [J 1 ( t) , J 2 ( t) ,⋯, J n ( t) ]T =

[J 1 (x ( t) ) , J 2 (x ( t) ) ,⋯, J n (x ( t) ) ]T. (3)

其中: x ∈R m 是系统的状态变量, u i ( t) ∈R ( i∈ [ 1,

2,⋯, n ]) 是第 i个竞争者的输入控制量, J i ( t) ∈ R

是第 i个竞争者的代价函数,并且假设函数 f (x ( t) ,

u 1 ( t) , u 2 ( t) ,⋯, u n ( t) ) 和J i ( t) ( i∈ [ 1, 2,⋯, n ]) 都

是光滑函数.

在极值搜索算法系统中, 必须满足以下 3条假

设[5, 6 ]:

假设 1　当系统 (1) 存在光滑的控制律 u i ( t) =

Αi (x ( t) , Ηi) 时, 其中 i ∈ [ 1, 2,⋯, n ], Ηi ∈ R , Η=

[Η1, Η2,⋯, Ηn ]T 表示搜索向量组,必然存在光滑函数

x e: R n →R m ,使得

f (x , Α1 (x , Η1) , Α2 (x , Η2) ,⋯,

Αn (x , Ηn) ) = 0∴x = x e (Η) ,

那么系统的代价函数总可以表示为

y = [J 1 (Η) , J 2 (Η) ,⋯, J n (Η) ]T. (4)

　　假设 2　对于Π Η∈R n , Η= [Η1, Η2,⋯, Ηn ]T ,闭

环系统方程 x = x e (Η) 局部渐近稳定.

假设 3　存在Η3 ∈R n , Η3 = [Η3
1 , Η3

2 ,⋯, Η3
n ]T ,

使得系统存在一个纳什均衡解

J 3 (Η3
1 , Η3

2 ,⋯, Η3
n ) =

[J 3
1 (Η3

1 , Η3
2 ,⋯, Η3

n )　J 3
2 (Η3

1 , Η3
2 ,⋯, Η3

n )⋯

J 3
n (Η3

1 , Η3
2 ,⋯, Η3

n ) ],

且对 Π Ηi ∈R , i∈ [ 1, 2,⋯, n ],有

J 3
i (Η3

1 , Η3
2 ,⋯, Η3

i ,⋯, Η3
n ) ≤

J i (Η3
1 , Η3

2 ,⋯, Ηi,⋯, Η3
n ) ,

那么将代价函数 (4) 两端对时间微分后,可得

F (Η( t) ) Η
õ

( t) = yα( t). (5)

其中

F (Η( t) ) =

5J 1 (Η)
5Η1

5J 1 (Η)
5Η2
⋯

5J 1 (Η)
5Ηn

5J 2 (Η)
5Η1

5J 2 (Η)
5Η2
⋯

5J 2 (Η)
5Ηn

� � ω �

5J n (Η)
5Η1

5J n (Η)
5Η2
⋯

5J n (Η)
5Ηn

,

Η
õ

( t) = [Η
õ

1 ( t) , Η
õ

2 ( t) ,⋯, Η
õ

n ( t) ]T ,

yα( t) = [
dJ 1 (Η)

d t
,

dJ 2 (Η)
d t

,⋯,
dJ n (Η)

d t ]
T
.

　　为了方便问题的描述,定义 F′(Η( t) ) 为

F′(Η( t) ) =

[
5J 1 (Η)

5Η1

5J 1 (Η)
5Η2
⋯

5J 1 (Η)
5Ηn
⋯

5J n (Η)
5Η1

5J n (Η)
5Η2
⋯

5J n (Η)
5Ηn

]
T
. (6)

　　在极值搜索控制中,系统要求收敛到代价函数

最小值后稳定, 即向量 Η值必须收敛到最小向量组
Η3 = [Η3

1 , Η3
2 ,⋯, Η3

n ]T ,从而使得

ûF′(Η) û =

[
5J 1 (Η)

5Η1

5J 1 (Η)
5Η2
⋯

5J 1 (Η)
5Ηn
⋯

5J n (Η)
5Η1

5J n (Η)
5Η2
⋯

5J n (Η)
5Ηn

]
T

中各元素呈现最小值. 利用退火回归神经网络设计

的目的是使 ûF′(Η) û 的值在尽量短的时间内收敛到
其最小值,同时系统受到式 (5) 的限制. 可将极值搜

索问题转化为

　最小化: ûF′(Η) û ,

　限制条件: F (Η( t) ) Η
õ

( t) = yα( t). (7)

为了能利用退火回归神经网络解决极值搜索问

题,极值搜索问题可以转化为

　　最小化: cT Ν,

　　限制条件: A Ν= b. (8)

其中
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　 　 Ν=

F′(Η)

ûF′(Η) û

Η
õ

( t)

, b =

0

yα( t)

yα( t)

,

c = [ 01×n2　11×n2　01×n ]T ,

A =

11×n2 - sign (F′(Η) ) 01×n

M 0n×n2 0n×n

0n×n2 0n×n2 F (Η)

,

M =

ΗT 01×n ⋯ 01×n

01×n ΗT ⋯ 01×n

� � ω �
01×n 01×n ⋯ ΗT

n×n2

,

且定义 sign (x ) =

1, x > 0;

0, x = 0;

- 1, x < 0.
根据对偶原理[7 ] ,相应地可以得到其对偶形式

　　最大化: bTz ,

　　限制条件: A Tz = c, (9)

其中 z = [z 1　z 2　z 3 ]T
1× (2n+ 1).

　　从而,将解决一个极值搜索问题转化为利用退

火回归神经网络解决在满足式 (8) 和式 (9) 限制条

件下使 cT Ν和 bT z 最优化的问题.

3　退火回归神经网络设计
　　由极值搜索控制问题的转化结果,可以给出如

下能量函数,它是可微的凸函数:

E (Ν, z ) =

1
2

(cT Ν- bTz ) 2 +
1
2
‖T ( t) (A Ν- b)‖2 +

1
2
‖T ( t) (A T z - c)‖2. (10)

其中:第 1项是式 (8) 和式 (9) 的对偶差的平方;第 2

项和第 3项分别是式 (8) 和式 (9) 的限制条件; T ( t)

是随时间变化的退火矩阵,且

T =

diag (Γ1e- Β1 tI n×n , Γ2e- Β2 tI n×n , Γ3e- Β3 t) (2n+ 1)× (2n+ 1) ,

I n×n表示n×n的单位矩阵, Γi, Βi ( i = 1, 2, 3) 是可调

的正参数,可以调节退火回归神经网络的收敛速率.

采用式 (10) 的能量函数,且将退火回归神经网

络的动态方程定义为沿系统梯度的负方向[8 ] , 即表

示为

dv
d t

= - Λ̈ E (v ). (11)

其中: v = (ΝT , z T ) T; ¨ E (v ) 表示能量函数 E (v ) 的

梯度; Λ是正常数, 用于调节神经网络的收敛速度.

引入变量 (ΝT , z T ) T ,各参数变量的变化律可表示为

dΝ
d t

= - Λ[c (cT Ν- bT z ) +

　 　 A TT T ( t) T ( t) (A Ν- b) ], (12)

　　　　 dz
d t

= - Λ[ - b (cT Ν- bT z ) +

　　　　　　　T T ( t) T ( t)A (A T z - c) ]. (13)

　　采用式 (12) 和 (13) 的变化律,经过变形可得

du 1

d t
= - Λ(ccT + A TT T ( t) T ( t)A ) v 1 +

　 　 ΛcbT v 2 + ΛA T T T ( t) T ( t) b,

du 2

d t
= ΛbcT v 1 - Λ(bbT + T T ( t) T ( t)A A T ) v 2 +

　　　ΛT T ( t) T ( t)A c,

v 1 = u 1, v 2 = u 2. (14)

　　退火回归神经网络神经元的个数是根据参数

变量的个数而决定的. (u1, u 2) 表示神经元的状态

量, (v 1, v 2) 表示神经元的输出, 即 (Ν, z ). 输出变换

函数采用比例函数, 两组神经元之间的权连接系数

分别为

w 11 w 12

w 21 w 22

=
- Λ(ccT + A TT T ( t) T ( t)A )

ΛbcT
→

←
ΛcbT

- Λ(bbT + T T ( t) T ( t)A A T )
,

阈值分别为

Φ1

Φ2

=
ΛA T T T ( t) T ( t) b

ΛT T ( t) T ( t)A c
,

通过改变 Λ, Γ, Β值的大小,可以调节神经网络的权

值和阈值. 控制系统原理如图 1所示.

图 1　控制系统原理

4　收敛性分析
　　在讨论退火回归神经网络的收敛性之前,首先

介绍如下引理:

引理 1[8 ]　假设存在函数 f : D < R n →R 在凸

集D 0 < D 中可微,那么,在集合D 0中函数 f 是凸函

数,当且仅当

(z - y ) T ¨ f (y ) ≤ f (z ) - f (y ) ,

Π y , z ∈D 0, (15)

其中 ¨ f (y ) 表示 f (y ) 的梯度.

引理 2　在任何时刻 t内,都有下式成立:

(v 3 - v ) T ¨ E (v , t) ≤- E (v , t) , (16)

同时,当且仅当式 (8) 和式 (9) 取最优解Ν3 和 z 3 时,

才有 E (v 3 ) = 0. 其中: v 3 = (Ν3 T

, z 3 T ) T , v = (ΝT ,

z T ) T.
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证明　根据能量函数定义式 (10) 所示,当且仅

当 v 3 是式 (8) 和式 (9) 的最优解时,才有 E (u 3 ) =

0,因为对于所有的 v ,能量函数 E (u , t) ≥ 0且连续

可微,从而,根据引理 1的结论易得引理 2. □

定理 1　定义如式 (14) 所示的神经网络渐近收

敛到式 (8) 和式 (9) 的最优解.

证明 　 不失一般性, 假设正数 Λ = 1, 给定

L yapunov函数为

V (v ) = (v 3 - v ) T (v 3 - v ) ö2. (17)

其中: v 3 = (Ν3 T , z 3 T ) T , Ν3 和 z 3 分别表示式 (8) 和

式 (9) 的最优解. 根据引理 2和式 (11) 可得

dV
d t

=
dV
dv (dv

d t ) = (v 3 - v ) T dv
d t

=

(v 3 - v ) T ¨ E (v ) ≤- E (v ) ≤ 0. (18)

　　根据能量函数的定义式 (10) 可知E (v ) ≥ 0,根

据L yapunov 稳定性判据得知定义的回归神经网络

的输出渐近收敛于 v 3 .

由于回归神经网络式 (14) 是渐近收敛的,那么

其能量函数 E (v ) 最终必定趋近于零. 根据引理 2,

只有当式 (8) 与式 (9) 的 Ν和 z 分别取最优解 Ν3 和

z 3 时,才能满足 E (v ) = 0. 因此当系统稳定时, Ν和
z 分别取得最优解 Ν3 和 z 3 ,从而 ûF′(Η) û 取得最小
值, 故 Η趋近于 Η3 = [Η3

1 , Η3
2 ,⋯, Η3

n ]T , 输出 y 3 =

F (Η3 ).

因此式 (14) 所描述的退火回归神经网络是渐

近稳定的且收敛到系统 (8) 和式 (9) 的最优解. □

综合上述推导的退火回归神经网络极值搜索算

法和定理 1的证明,可得如下定理:

定理 2　针对由状态方程 (1) 和代价函数 (3) ,

以及控制律 u i ( t) = Αi (x ( t) , Ηi) ( i∈ [ 1, 2,⋯n ]) 所

描述的 n 人非合作的动态博弈问题, 在满足假设 1

～ 3的条件下,采用退火回归神经网络式 (14) 所构

成的极值搜索算法控制器, 可以确保此系统中的每

个代价函数J i ( t) ( i∈ [ 1, 2,⋯, n ]) 均收敛到其各自

最小值, 从而得到该问题的纳什均衡解 J 3 (Η3
1 , Η3

2 ,

⋯, Η3
n ).

5　仿真分析
　　考虑一个由二阶线性系统描述的二人非合作

的动态博弈问题

xα( t) =
- 1 0. 2

0. 3 - 1
x ( t) +

0. 5 (u 1 ( t) - 2 - 0. 1u 2 ( t) ) 2 + 1. 0

0. 7 (u 2 ( t) - 1 - 0. 2u 1 ( t) ) 2 + 0. 5
.

(19)

二人的代价函数分别为

J 1 ( t) = x 1 ( t) , (20)

J 2 ( t) = x 2 ( t). (21)

系统的控制律为

u i ( t) = Ηi ( t) , i = 1, 2. (22)

显然, 上述系统中的纳什均衡解为 Η3
1 = 2. 143, Η3

2

= 1. 429.

对比文献 [ 3 ] 所提出的纳什均衡解方法, 其代

价函数必须满足如下形式:

J ii (x , u 1, u 2) = x TC T
i u i + uT

i D iiu iö2 + uT
i D iju j ,

j ≠ i, i, j = 1, 2. (23)

其中C i,D ii,D ij 是常系数矩阵,且D ij > 0. 因而,上

述动态博弈问题的代价函数 (20) 和式 (21) 是不满

足具有静态信息结构的线性二次高斯形式, 如式

(23) 所示,采用Basar 的解决方法和“第三方策略”

方法都无法得到系统的精确结果, 然而运用本文提

出的退火回归神经网络极值搜索算法可以解决上述

博弈问题.

利用退火回归神经网络极值搜索算法对系统

(19) 进行仿真. 初始条件分别为 x 1 (0) = 1. 5, x 2 (0)

= 1. 0, 退火回归神经网络的设计参数分别为: Λ =

0. 50, Γ1 = 1. 0, Γ2 = 1. 0, Γ3 = 1. 2, Β1 = 0. 01, Β2 =

0. 01, Β3 = 0. 03. 仿真结果如图 2和图 3所示.

图 2　竞争者 1的仿真结果

图 3　竞争者 2的仿真结果

在图 2和图 3中, 实线表示两个竞争者的代价

函数 J 1 ( t) 和 J 2 ( t) ,虚线表示系统的两个输出控制

量 u 1 ( t) 和 u 2 ( t) , 同时也表示了两个值 Η1 ( t) 和

Η2 ( t) , 点划线表示系统状态变量的微分信号 xα1 ( t)

和 xα2 ( t). 通过仿真结果可明显地看出, 利用退火回

归神经网络极值搜索算法能使系统迅速收敛到其纳

什均衡解Η3
1 = 2. 143, Η3

2 = 1. 429. 同时通过对比文

献[ 4, 9 ] 的仿真结果可知, 该算法有效地解决了一
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般极值搜索算法中存在的系统输出“颤动”现象和

控制量的来回切换问题, 极大地改善了系统的动态

性能.

6　结　　语
　　利用退火回归神经网络极值搜索算法实现了在

代价函数不满足算法要求或者不能严格知晓代价函

数的数学表达形式的情况下,求解出 n 人非合作的

动态博弈问题的纳什均衡解,同时将退火回归神经

网络与极值搜索算法相结合,摒弃了一般极值搜索

算法所采用的正弦激励信号,从而解决了原始算法

中存在的输出量“颤动”现象和控制量来回切换问

题,拓宽了极值搜索算法的应用范围. 该解算方法设

计简单,对于求解 n 人非合作的动态博弈问题的纳

什均衡解具有较强的实际指导意义.
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