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摘　要: 对于由两个不稳定的线性时不变子系统构成的二维切换系统,利用逐段光滑 L yapunov函数方法研究其指

数镇定问题. 通过切换面及相应L yapunov函数的适当参数化,导出了关于可指数镇定性的代数判据,由此得到切换

面及L yapunov函数的求解方法. 算例验证了该理论的灵活性与有效性.
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1　引　　言
　　切换系统镇定问题是近 10 年来控制理论领域

的研究热点. 这一问题的研究推动了动力系统稳定

性理论与L yapunov 方法的发展, 揭示出自然界中

可能存在的复杂动力学行为; 拓广了L yapunov 方

法的理论框架及其适用范围; 丰富了L yapunov 函

数的构造方式. 较之一般的高维系统,由于其几何直

观性,对于二维切换系统镇定问题的认识更为深入,

研究方法也较为丰富,大体可归结为微分方程定性

理论 (几何方法) [1～ 3 ]与L yapunov 函数方法[4, 5 ].

几何方法的主要思想是通过提取系统特征值结

构 (结点,鞍点,焦点)的信息,研究各种特征值组合

方式下二维切换系统的可镇定性及镇定切换控制的

构造[1, 2 ]. 几何方法物理意义清晰,易于论证可镇定

性的必要条件;但缺少统一的可镇定性判据,难以一

致地估计状态收敛率,因此通常只能推证系统具有

可渐近镇定性,并且结论不具备鲁棒性,因为矩阵参

数的摄动对于特征值结构的影响是难以刻画与分析

的. 可二次镇定性为线性系统二次型L yapunov 函

数方法对于切换系统的直接推广,较之几何方法,其

具有形式上统一的可镇定性判据与鲁棒性,但仅就

二维切换系统而言,可二次镇定性条件比较苛刻,欠

缺灵活性,下文将推证其固有的局限性.

本文将切换面视为控制器,引入与之相应的逐

段连续可微的L yapunov 函数[6 ] , 通过适当的参数

化,将镇定切换控制存在性判别与构造问题转化为
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关于参数存在性检验的代数判据. 算例说明,对于不

可二次镇定的系统,仍然存在切换控制使之指数镇

定. 文中D + 表示实值连续函数右导数算子.

2　初步结果
　　本文在L yap unov方法的框架下研究二维切换

系统的指数镇定问题. 设 A 1,A 2 ∈ R2×2 均为非

H u rw itz稳定矩阵,由其构成的切换系统描述为

xα( t) = A s (x , t) x ( t) , t≥ 0, x ∈R2, (1)

其中 s: R2 × [ 0,∞) → {1, 2}为切换控制.

定义 1　系统 (1) 称为可全局渐近镇定,如果存

在切换控制 s ( t, x ( t) ) , t≥ 0,使得Π x (0) ∈R2,系

统 (1) 的解轨线满足‖x ( t)‖→ 0, t→∞.

定义 2　系统 (1) 称为可全局指数镇定,如果存

在切换控制 s ( t, x ( t) ) , t≥0,使得系统 (1) 的解轨线

满足‖x ( t)‖< Γ‖x (0)‖e- Βt, Γ≥1, Β> 0, t≥0.

定义 3　系统 (1) 称为可二次镇定,如果存在对

称正定矩阵W ∈R2×2,使得R2ø{0} = 8 1∪ 8 2,其

中

8 i: = {x ∈Rnûx ′(A ′iW + W A i) x < 0}, i = 1, 2.

引理1[7 ]　矩阵A ∈R2×2为H u rw itz稳定矩阵

当且仅当 det (A ) > 0, t r (A ) < 0.

引理 2[8 ]　系统 (1) 可二次镇定,当且仅当存在

非负数 0≤∆≤1,使得∆A 1 + (1 - ∆)A 2为H u rw itz

稳定矩阵.

定理 1　系统 (1) 可二次镇定,仅当 4个特征值

Κ(A 1) , Κ(A 2) 至少其中之一位于复平面的开左半平

面.

证明　反证法. 若 Κ(A 1) , Κ(A 2) 均位于复平面

的右半闭平面,则 t r (A 1) > 0, t r (A 2) > 0同时成立,

因而不可能存在 0 ≤ ∆≤ 1, 使得 ∆t r (A 1) + (1 -

∆) t r (A 2) < 0,结合引理 1与引理 2,结论得证. □

3　主要结果
　　如果从几何观点刻画子系统在镇定切换控制

驱动下的依次作用, 则表征为相平面被剖分为相互

交错的区域, 这些区域的几何性质由对应子系统的

特征所决定, 从而切换系统可镇定性问题归结为这

种剖分的存在性与稳定性检验. 定义 3 中可二次镇

定性即根据几何观点表述的. 过原点的两条直线所

界定的对角锥形区域是较为直观与灵活的剖分方

式,几何方法的研究结论表明, 对于可渐近镇定性,

这种剖分具有足够的一般性. 考虑 0 i: S ′ix = 0, i =

1, 2, x ∈R2,以其为切换面所触发的切换控制为

s ( t, x ( t) ) =
1, s ( t- ) = 2, S ′1x ( t) = 0;

2, s ( t- ) = 1, S ′2x ( t) = 0.
(2)

那么指数镇定问题归结为确定切换面的位置, 并验

证系统 (1) 在切换控制 (2) 驱动下指数稳定.

图 1说明了利用参数 a > 0, b > 0, Ω∈ [ - Π,

Π] 确定切换面 0 i ( i = 1, 2) 位置的过程.

图 1　切换面参数化

　 设L 1∶=
co sΩ
sinΩ

′

,L 2∶=
- sinΩ

co sΩ

′

,L∶=
L 1

L 2

,

则L ′= L - 1. 切换面的参数化方程为

0 1: S ′1x = 0, S 1∶= L ′
b

a
,

0 2: S ′2x = 0, S 2∶= L ′
- b

a
, (3)

相应的对角锥形剖分定义为

　　8 1∶= {x ∈R2ûS ′1x ≥ 0, S ′2x ≥ 0}∪

{x ∈R2ûS ′1x ≤ 0, S ′2x ≤ 0},

　　8 2∶= {x ∈R2ûS ′1x ≥ 0, S ′2x ≤ 0}∪

{x ∈R2ûS ′1x ≤ 0, S ′2x ≥ 0}, (4)

那么切换控制 (2) 的等价描述为

s ( t, x ( t) ) =
1, x ( t) ∈ 8 1;

2, x ( t) ∈ 8 2.
(5)

　　设Ν∶= L x , 8�1∶= {Ν∈R2ûb2Ν2
1 - a2Ν2

2≤ 0},

8�2∶= {Ν∈R2û - b2Ν2
1 + a2Ν2

2 ≤ 0}, 则 ‖x‖ =

‖Ν‖, 8�1∪8�2 = R2. 区域 (4) 几何性质的等价刻画

如下:

引理 3　给定对称矩阵

Q�1 = - Q�2∶= diag{b2 - a2},

Q 1 = - Q 2∶=
1
2

[S 1S
′
2 + S 2S

′
1 ] = L ′Q�1L ,

则 x ∈ 8 i, i = 1, 2分别等价于:

1) Ν∈ 8� i; 2) x ′Q ix ≥ 0; 3) Ν′Q� iΝ≤ 0;

并且 x ∈ 8 1 ∩ 8 2 分别等价于:

1) Ν∈ 8�1 ∩ 8�2; 2) x ′Q ix = Ν′Q� iΝ= 0, i = 1,

2.

引理 4 (S2p rocedu re [9 ])　设G (x ) , H (x ) , x ∈

Rn 为二次型函数,那么下列命题相互等价:

1) G (x ) < 0, Π x ∈ {y ∈RnûH (y ) ≤ 0};

2) 存在Κ≥ 0,使得G (x ) - ΚH (x ) ≤ 0, Π x ∈

Rn.

　　定理2　如果存在k > 0, Ω∈ [ - Π, Π] , 使得下
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述三角函数不等式同时成立:

L 2A 1L
′
2 < 0, (6a)

L 1A 2L
′
1 < 0, (6b)

- k (L 2A 2L
′
1) - 1 (L 1A 2L

′
2) (L 2A 2L

′
2) <

- (L 2A 1L
′
2) , (6c)

- (L 1A 1L
′
2) - 1 (L 2A 1L

′
1) (L 1A 1L

′
1) <

- k (L 1A 2L
′
1) , (6d)

那么存在形如 (3) 的切换面,使得在切换控制 (2) 驱

动下,系统 (1) 指数稳定.

证明　构造逐段连续可微的正定L yapunov函

数

V (x ) =
V 1 (x ) = x ′Q 1x + x ′P x , x ∈ 8 1,

V 2 (x ) = x ′Q 2x + x ′P x , x ∈ 8 2,

(7a)

其中 P ∶= L ′
Χ 0

0 Λ
L , Χ> 0, Λ> 0,依据引理 3可

知

m in{Χ, Λ}‖x‖2 ≤V (x ) ≤

m ax{Χ+ b2, Λ + a2}‖x‖2, (7b)

若 x ∈ 8 1∩ 8 2,则连续性条件V (x ) = x ′P x 成立.

若 x ∈ 8 1,由切换策略 (5) 可知

D + V (x ) = Vα
1 (x ) = x ′(A ′1Q 1 + Q 1A 1) x +

x ′(A ′1P + PA 1) x , (8a)

其中各项依据引理 3计算如下:

x ′(A ′1Q 1 + Q 1A 1) x =

Ν′L A ′1L
′ - b2 0

0 a2
L + L ′

- b2 0

0 a2
L A 1 L ′Ν=

Ν′
L 1A
′
1L
′
1 L 1A

′
1L
′
2

L 2A
′
1L
′
1 L 2A

′
1L
′
2

- b2 0

0 a2
+

- b2 0

0 a2

L 1A 1L
′
1 L 1A 1L

′
2

L 2A 1L
′
1 L 2A 1L

′
2

Ν=

Ν′
- b2L 1 (A 1 + A ′1)L ′1

a2L 1A
′
1L
′
2 -

b2L 1A 1L
′
2

- b2L 2A
′
1L
′
1 +

a2L 2A 1L
′
1

a2L 2 (A 1 + A ′1)L ′2

Ν,

　　　　　Ν∈ 8�1, (8b)

x ′(A ′1P + PA 1) x =

Ν′L A ′1L
′ Χ 0

0 Λ
L + L ′

Χ 0

0 Λ
L A 1 L ′Ν=

Ν′
ΧL 1 (A 1 + A ′1)L ′1

ΧL 1A 1L
′
2 +

ΛL 1A
′
1L
′
2

ΧL 2A
′
1L
′
1 +

ΛL 2A 1L
′
1

ΛL 2 (A 1 + A ′1)L ′2

Ν,

　　　　　Ν∈ 8�1. (8c)

　　依据式 (8) 及Η= Η′, Η∈R推知,若 x ∈ 8 1,则

　D + V (x ) = 2 (Χ- b2)L 1A 1L
′
1Ν2

1 + 2 (a2 +

Λ)L 2A 1L
′
2Ν2

2 + M 1Ν1Ν2, Ν∈ 8�1, (9)

其中M 1∶= 2 (Χ- b2)L 1A 1L
′
2 + 2 (a2 + Λ)L 2A 1L

′
1.

同理,若 x ∈ 8 2,则

D + V (x ) = 2 (Λ - a2)L 2A 2L
′
2Ν2

2 + 2 (Χ+

b2)L 1A 2L
′
1Ν2

1 + M 2Ν1Ν2, Ν∈ 8�2,

(10)

其中M 2∶= 2 (Χ+ b2)L 1A 2L
′
2 + 2 (Λ - a2)L 2A 2L

′
1.

设M 1 = M 2 ≡ 0,若L 1A 1L
′
2 ¢ 0,L 2A 2L

′
1 ¢ 0,

则有下式成立:

Λ - a2 = - (L 2A 2L
′
1) - 1 (L 1A 2L

′
2) (Χ+ b2) ,

(11a)

Χ- b2 = - (L 1A 1L
′
2) - 1 (L 2A 1L

′
1) (Λ + a2).

(11b)

设

N 1∶=

diag{- (L 1A 1L
′
2) - 1 (L 2A 1L

′
1) (L 1A 1L

′
1) , (L 2A 1L

′
2) },

N 2∶=

diag{ (L 1A 2L
′
1) , - (L 2A 2L

′
1) - 1 (L 1A 2L

′
2) (L 2A 2L

′
2) }.

(12)

将 (11a, b) 分别代入 (9, 10) 可知

D + V (x ) =
2 (Λ + a2) Ν′N 1Ν, Ν∈ 8�1, x ∈ 8 1;

2 (Χ+ b2) Ν′N 2Ν, Ν∈ 8�2, x ∈ 8 2.

(13)

如果存在 Ε> 0,使得

D + V (x ) < x ′Q ix - Ε‖x‖2 ≤- Ε‖x‖2,

x ∈ 8 i, i = 1, 2, (14)

那么结合 (7) 得到

D + ‖x ( t)‖2 ≤ 1
m in{Χ, Λ}

D + V (x ( t) ) ≤

- Ε
m in{Χ, Λ}

‖x ( t)‖2, t≥ 0.

(15)

依据引理 3 及 (12, 13) , 利用 S2p rocedu re 推知 (14)

成立的充分条件为存在 k > 0,使得不等式

N 1 - Q�1 < 0, kN 2 - Q�2 < 0 (16)

成立. 根据 (16) 的严格性,存在 Ε> 0,使得

N 1 - Q
�

1 <
- Ε

2 (Λ + a2) I 2,

N 2 - k - 1Q�2 <
- Ε

2k (Χ+ b2) I 2. (17)

由 (17) 即可推知 (14) 成立. 结合 (12) 与引理 3推知

不等式 (16) 等价于下述三角函数不等式:

　　L 2A 1L
′
2 < - a2 < 0,

L 1A 2L
′
1 < - k - 1b2 < 0,

- k (L 2A 2L
′
1) - 1 (L 1A 2L

′
2) (L 2A 2L

′
2) <
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a2 < - (L 2A 1L
′
2) ,

- (L 1A 1L
′
2) - 1 (L 2A 1L

′
1) (L 1A 1L

′
1) <

b2 < - k (L 1A 2L
′
1). (18)

因此若三角函数不等式 (6) 成立,则参数 a > 0, b >

0, Ω∈ [ - Π, Π] 可由 (18) 解得,镇定切换控制将随

之确定,依据 (15) 得证指数稳定性结论. □

注 1　若A 1 = A ′1, 则L 1A 1L
′
2 = (L 1A 1L

′
2)′=

L 2 A 1L ′1 , 因此式 ( 6 d ) 可简化为 - (L 1A 1L ′1 ) <

- k (L 1A 2L
′
1) ;类似地,若A 2 = A ′2,则 (6c) 可简化为

- k (L 2A 2L
′
2) < - (L 2A 1L

′
2).

4　例　　子
　　设子系统矩阵为

A 1 =
0 1

0 0
,A 2 =

1 2

- 2 - 1
.

　　注 2　其特征值为Κ(A 1) = 0, Κ(A 2) ± 1. 73 i,

全部位于复平面的右半闭平面, 故不存在二次镇定

切换控制.

相关元素计算如下:

L 1A 1L
′
1 = sinΩco sΩ,L 2A 1L

′
2 = - sinΩco sΩ,

L 1A 1L
′
2 = co s2Ω,L 2A 1L

′
1 = - sin2Ω,

L 2A 2L
′
2 = 2sin2Ω- 1,

L 1A 2L
′
1 = 2co s2Ω- 1,

L 1A 2L
′
2 = 2 - 2sinΩco sΩ,

L 2A 2L
′
1 = - 2 - 2sinΩco sΩ.

依据条件 (6) 分别推知

sinΩco sΩ> 0, co s2Ω< 0. 5,

k
1 - sinΩco sΩ
1 + sinΩco sΩ(2sin2Ω- 1) < sinΩco sΩ,

tan2ΩsinΩco sΩ< k (1 - 2co s2Ω).

上列不等式等价于

tanΩ> 1. 0,

k tan4Ω- (k + 1) tan3Ω-

tan2Ω+ (k - 1) tanΩ- k < 0,

tan3Ω- k tan2Ω+ k < 0. (19)

　　取 k = 10,由不等式 (19) 解得 1. 058 < tanΩ<

1. 159. 取 tanΩ= 1. 1, Ω= 47. 73°,从而0. 32 < a 2 <

0. 498, 0. 60 < b2 < 0. 95. 取 a2 = 0. 4, b2 = 0. 9,依

据 (11) 解得Χ= 1. 43, Λ= 1. 18,相应L yapunov函

数 (7) 为

V (x ) =
x ′W 1x , x ∈ 8 1,

x ′W 2x , x ∈ 8 2,

其中

W 1 =
1. 11 - 0. 52

- 0. 52 1. 01
,W 2 =

1. 48 0. 77

0. 77 1. 63
.

系统 (1) 在切换控制 (5) 驱动下的状态轨线如图 2

所示.

图 2　镇定切换控制驱动下的状态轨线

　　考虑参数摄动系统: A
δ

1 =
0. 1 1

- 0. 1 0
,A

δ
2 =

1. 2 2

- 2 - 1
, 在相同的镇定切换控制驱动下, 其状

态轨线如图 3所示.

图 3　镇定切换控制驱动下的摄动系统状态轨线

　　注3　Κ(Aδ
1 ) = 0. 05±0. 31 i, Κ(Aδ

2 ) = 0. 1±

1. 67i, 矩阵参数摄动导致特征值结构的改变, 因此

几何方法通常难以分析不确定性对于镇定问题结论

的影响.

5　结　　语
　　参数化是一种有效的控制器设计方法. 本文将

切换面作为镇定控制器,通过适当的参数化,将二维

切换系统可指数镇定性及相应的切换控制构造问题

转化为具有统一形式的关于参数存在性检验的代数

判据,从而克服了几何方法与二次镇定方法的某些

局限性.
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画了控制器 (21) 与系统 (19) 互联后w 1 的动态特

性;多项式 (22) 刻画了控制器 (21) 与系统 (23) 互联

后w 1 的动态特性. 在非零初始条件下, 其响应曲线

分别如图 1和图 2所示.

图 1　系统 (20) 非零初始条件响应曲线

图 2　系统 (22) 非零初始条件响应曲线

从举例及仿真曲线可以看出, 利用本文方法所

设计的控制器可以对多个对象同时镇定.

5　结　　论
　　本文从行为的观点研究了系统理论中的一个经

典问题——同时镇定,因为控制被认为是施加在系

统 (外部)变量上的一个 (限制)法则,这样就避免了

可能因部分状态的不可观测性引进观测器而导致系

统结构的复杂. 以这样的方式设计的控制器事实上

能使一类 (参数变化的)系统同时镇定. 鲁棒控制的

主要特点之一就是能处理系统参数的不确定性,故

本文的设计方法从一个侧面保证了系统设计的鲁棒

性.
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