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一类不确定非完整移动机械臂的鲁棒镇定
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(华南理工大学 自动化科学与工程学院, 广州 510641)

摘　要: 讨论了一类带有未知惯性参数,未建模动态及外界干扰的非完整动力学系统的鲁棒镇定问题. 基于滑模控

制思想及非完整运动学系统的镇定策略,给出了该类系统的鲁棒镇定方法. 将其用于一类不确定非完整移动机械臂

的鲁棒镇定分析, 仿真结果验证了所提出控制方法的正确有效性.
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1　引　　言
　　近10多年来,国内外学者越来越多地关注非完

整系统的控制问题. 非完整性通常是由机械系统受

到对速度的不可积约束引起的,如移动机器人,载体

姿态不受控的空间机器人等. 尽管这类系统是可控

的, 但由于它不满足B rocket t 条件[1 ] ,所以不能用

连续的纯状态反馈使其镇定[2 ]. 对于不考虑动力学

特性的非完整运动学系统的镇定问题,已有许多学

者对其进行了研究[3～ 5 ]. 在这些研究中所用的控制

量是广义速度,而实际系统是动力学系统,对系统施

加的是广义力而非广义速度. 将非完整运动学系统

的镇定控制律推广到有不确定性的非完整动力学系

统还是一个较新的讨论课题.

本文基于滑模控制的思想,提出了一种控制器

设计方法,使得文献[ 4 ]关于非完整运动学系统的指

数镇定方法可推广到相应的带有参数不确定、未建

模动态和外界干扰的动力学系统上. 并将研究结果

应用于一类受非完整约束的移动机械臂的控制器设

计,仿真结果验证了所提出方法的正确有效性.

2　问题的提出
　　考虑一类受非完整约束的移动机械臂的一般数

学模型[6 ]

H (q) qβ+ C (q, qα) qα+ G (q) + T d =

B (q) Σ+ A T (q) Κ, (1a)

A (q) qα= 0. (1b)

其中: q∈R n为 n维广义坐标向量, H (q) ∈R n×n为

正定对称惯性矩阵, C (q, qα) ∈R n×n为哥氏力和向心

力矩阵, G (q) ∈R n为万有引力矢量,B (q) ∈R n×r为
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输入转换矩阵,A (q) ∈ R m×n 是与约束有关的满秩

矩阵, Κ∈R m 是L agrange乘子; Σ∈R r是 r维广义力

(r = n - m ) ; T d 为系统未建模动态及外界干扰. 假

定约束 (1b) 是完全非完整的, 方程 (1a) 有如下性

质[6 ]:

性质 1　H 是正定对称矩阵,适当定义C , Hα-

2C 是反对称矩阵;

性质 2　存在正常数 Κ1, Κ2使得 Κ1 I ≤H (q) ≤

Κ2 I;

性质 3　H Ν
õ

+ C Ν+ G = 5 (q, qα, Ν, Ν
õ

) Η,

其中: 5 为与惯性参数无关的已知矩阵, Η为未知惯
性参数矢量.

本文研究的是 H , C , G 中的惯性参数未知、未

建模动态及外界干扰未知但有界时系统的镇定问

题, 而认为仅由几何参数确定的B ,A 中无未知参

数.

假设g (q) = [g 1 (q) ,⋯, gm (q) ]构成A (q) 零空

间的一组基,令 v = [v 1　⋯　vm ]T 为速度矢量, 则

方程 1的控制问题可化为如下系统的控制问题:

qα= g 1 (q) v 1 + ⋯ + gm (q) vm = g (q) v , (2a)

H 1 (q) vα+ C 1 (q, qα) v + G 1 (q) + T 1d = B 1 (q) Σ.
(2b)

其中

T 1d = g T (q) T d , B 1 = g T (q)B ,

H 1 = g T (q)H g (q) , G 1 = g T (q)G ,

G 1 = g T (q)H gα(q) + g T (q)C g (q).

　　系统方程 (2) 与 (1) 相比,它为非完整动力学系

统提供了一个简单的系统描述, 且容易证明其具有

如下性质:

性质 4　H 1是正定对称阵, Hα
1 - 2C 1是反对称

阵;

性质 5　由于 g (q) 只是一些正弦余弦函数的

线性组合,故存在正常数 Κ3, Κ4 使得 Κ3 I ≤H 1 (q) ≤

Κ4 I;

性质 6　H 1Ν
õ

+ C 1Ν+ G 1 = 5 1 (q, qα, Ν, Ν
õ

) Η,

其中: 5 1 为与惯性参数无关的已知矩阵, Η为未知惯
性参数矢量.

3　控制器设计
3. 1　运动学系统的镇定控制

本文仅考虑两输入且可化为单链系统的受非完

整约束的运动学模型的镇定问题. 运动学方程 (2a)

由于受非完整约束, 不可能采用连续的静态反馈实

现其镇定. 在文献 [ 4 ] 中已经证明 (2a) 可经过同胚

坐标变换,将其转换为新的模型如下:

[zα1　 zα2　zα3 ]T = [Τ1　Τ2　z 2Τ1 - d Τ1 ]T. (3)

由于进行的是同胚坐标变换, 所以系统 (3) 的镇定

问题等价于系统 (2a) 的镇定问题. 应用控制律

Τ1 = - K 1z 1 + Α,

Τ2 = - K 2z 2 - (K 3z 3 + k 3dz 1) öΑ, (4)

可使系统 (3) 指数镇定. 式 (4) 经反变换, 即可得到

指数镇定 (2a) 的控制速度 v d. 其中: Α= Α0e- Βt (Α0≠

0, Β > 0) , K 1, K 2, K 3 为满足如下条件的常数:

1) K 1 > Β > 0;

2) 矩阵
- K 2 - K 3

- Βö(K 1 - Β) Β
为稳定阵.

引理 1[7 ]　若 q3 = 0是 qα= f (q, t) 的指数稳定

平衡点,则存在L yapunov函数V 1 (q, t) 和某些常量

Ε, a1, a2, a3, a4 > 0,对所有的 q∈B Ε, Θ= ‖q‖2,B Ε

为以原点为圆心,半径为 Ε的球,有

a1Θ2 ≤V 1 ≤ a2Θ2,

Vα
1 =

5V 1

5t
+

5V 1

5q
qα≤- a3Θ2,

5V 1

5q 2
≤ a4Θ. (5)

现考虑动力学系统 (2b) ,令 e = v - v d ,则式 (2) 化

为

qα= g (q) (e + v d ) , (6a)

H 1eα= - H 1vαd - C 1 (e + v d ) -

　　　G 1 - T 1d + B 1Σ. (6b)

利用性质 6,系统 (6b) 可表示为

H 1eα= - 5 1Η- C 1e - T 1d + B 1 (q) Σ, (7)

其中 5 1 (q, qα, v d , vαd ) = H 1vαd + C 1v d + G 1为已知矩

阵.

在进行下一步研究前,先作如下假设:

假设 1　惯性参数Η= [Η1,⋯, Ηp ]T的上界是已

知的, 即存在已知常值向量 c = [c1,⋯, cp ]T , 使得

ûΗiû ≤ ci, i = 1, 2,⋯, p.

假设2　未建模动态和外界干扰T 1d = [ f 1,⋯,

f m ]T 有界且上界已知, 即存在已知常数向量 d
� =

[d 1,⋯, dm ]T ,使得 û f iû ≤ d i, i = 1,⋯,m .

假设 3　B 1 (q) 可逆.

本文欲解决的问题是: 对满足假设 1～ 假设 3

的系统 (7) 和 (6a) , 如何设计控制律使得系统在存

在未知惯性参数、未建模动态及外界干扰的情形下

鲁棒镇定到 q = 0, e = 0.

3. 2　动力学系统的控制

本文设计动力学系统控制的基本思路是: 首先

设计一滑动面, 使 e在有限时间内到达滑动面并保

持在该滑动面上,且在该滑动面上有 e≡ 0; 其次在

滑动面上考虑 q的稳定性,由式 (6a) 可知,在此滑动

面上有qα= g (q) v d. 因此只要能证明在e到达滑动面
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时 q有界,则前面所设计的控制 v d 可使系统 (6a) 全

局指数稳定,故 q指数趋近于零.

取滑动面S =
1
2

eTH 1e,由H 1的正定性知S 非

负,对 S 求导,有

S
õ

=
1
2

eTHα
1e + eTH 1eα=

eTB 1Σ- eT 5 1Η- eTT 1d ≤

eTB 1Σ+ eT 5 1 sgn (5 T
1 e) c + eT sgn (e) d

�. (8)

取

Σ= - B - 1
1 (Β1e + Β2 sgn (e) +

5 1 sgn (5 T
1 e) c + sgn (e) d

�) , (9)

其中: Β1, Β2 > 0;若W = [w 1,⋯,w n ]T ,则

sgn (W ) = diag [ sgn (w 1) ,⋯, sgn (w n) ]T.

将式 (9) 代入式 (8) 得

S
õ

≤- Β1eTe - Β2eT sgn (e) ≤- Β2‖e‖1, (10)

其中‖e‖1 表示 e的 1范数,即各元素的绝对值之

和.

由动力学模型的性质 2知H 1 ≤ Κ4 I ,故

S =
1
2

eTH 1e≤ 1
2

Κ4‖e‖2
2 ≤

1
2

Κ4‖e‖2
1,

(11)

从而有

‖e‖1 ≥ 2S öΚ4 ,

代入式 (10) 得

S
õ

≤- Β2 2S öΚ4. (12)

　　由式 (12) 知, S 为非负单调递减的. 对式 (12)

积分得

S ≤ S 0 -
1
2

Β2 t 2öΚ4 , (13)

其中 S 0 为 S 在 t = 0时初值.

由式 (13) 知,在有限时间T =
2
Β2

S 0Κ4ö2内, S

以等速率到达零. 又由式 (12) 知当 S ≠ 0时,有

　　　　　S S
õ

≤- Β2S 2S öΚ4 < 0, (14)

即在滑动面 S = 0上的点均为止点. 故有 t≥ T 时,

S ≡ 0. 又因H 1 正定,故当 t≥ T 时, e≡ 0.

　　下面证明当 t≥T 时q有界. 由式 (13) 知, Π t≥

0均有 S ≤ S 0,而由动力学模型的性质 5知

S =
1
2

eTH 1e≥ Κ3
1
2

eTe,

即

eT e≤ 2S öΚ3 ≤ 2S 0öΚ3,

故有

‖e‖1 ≤ m eT e≤ 2m S 0öΚ3 > h , Π t≥ 0,

(15)

式中m 为 e的维数. 考虑系统 (6a) ,仍取V 1 (q, t) 为

此系统的L yapunov函数,沿此系统对V 1 求导得

Vα
1 =

5V 1

5t
+

5V 1

5q
g (q) v d +

5V 1

5q
g (q) e.

由引理 1可知

5V 1

5t
+

5V 1

5q
g (q) v d ≤- a3Θ2,

5V 1

5q 2
≤ a4Θ,

故有

Vα
1 ≤- a3Θ2 + a4Θ‖g (q)‖2‖e‖2 ≤

- a3Θ2 + a4Θ‖g (q)‖2‖e‖1.

又因 g (q) 的元素仅为正弦、余弦函数的线性组合,

‖g (q)‖2 ≤ a5, a5 > 0为常数,所以

Vα
1 ≤ a4a5Θ‖e‖1 ≤ a4a5Θh > k.

对上式积分得

V 1 (q, t) ≤V 1 (q (0) , 0) + k t. (16)

由式 (16) 可知,V 1 (T ) 有界,从而知q (T ) 有界. 由此

可知,当 t≥ T 时,式 (6a) 为

qα= g (q) v d ,

且其初值 q (T ) 有界,故可知 q鲁棒镇定到零. □

4　仿真研究
　　考虑如图 1所示的一类移动机械臂系统,移动

平台由独立驱动的两后轮和一提供平衡的从动前轮

组成, P 为两后轮之间的中点, C 为移动平台的质

心. 在移动平台的质心位置装配一个二连杆机械臂,

其绞点位置各由一台马达驱动,连杆BC可绕 z轴转

动,连杆AB 可上下转动. 由于移动平台由两马达驱

动,其轮子与地面的约束为非完整约束 (轮子只滚动

不滑动). 以平台的质心位置C 为参考点,则该移动

机械臂的运动学和动力学方程为[8 ]

　　　　qα= g (q) v ,

　　　　H (q) qβ+ C (q, qα) qα+ G (q) =

　　　　B (q) Σ+ A T (q) Κ. (17)

其中

图 1　移动机械臂结构图
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　　　　　q = [x c　y c　Υ　Η1　Η2 ]T ,

　　　　　v = [Η
õ

r　Η
õ

l　 Η
õ

1　Η
õ

2 ]T ,

H (q) , C (q, qα) , G (q) ,B (q) ,A (q) 的表达式见文献

[ 8 ]. 其运动学模型可分解为
qαB = gB (qB ) vB , (18a)

qαM = vM. (18b)

其中

gB (qB ) =

r
2

cΥ-
r

R
d sΥ r

2
cΥ+

r
R

d sΥ

r
2

sΥ+
r

R
d cΥ r

2
sΥ-

r
R

d cΥ

röR - röR

,

vB =
Η
õ

r

Η
õ

l

, vM = [Η
õ

1　Η
õ

2 ]T ,

cΥ= co sΥ, sΥ= sinΥ,

r, R 分别为驱动轮半径及两后轮之间的距离. 对于

式 (18b) , 令 vM = - kM qM 就能使其指数镇定. 对于

式 (18a) ,令 vC , Ξ为移动平台的线速度和角速度,则有

　　　　　vB =
1
r

1 R ö2

1 - R ö2

vC

Ξ
. (19)

取同胚坐标变换

z =

z 1

z 2

z 3

=

Υ
x ccΥ+ y csΥ
x csΥ- y ccΥ

,

Τ=
Τ1

Τ2

=
Ξ

vC - z 3Ξ
, (20)

可将系统 (18a) 化为如下系统:

zα= [zα1　zα2　zα3 ]T =

[Τ1　Τ2　z 2Τ1 - d Τ1 ]T. (21)

由前面的分析知存在控制

Τ1 = - k 1z 1 + Α,

Τ2 = - k 2z 2 - (k 3z 3 + k 3d z 1) öΑ, (22)

使运动学模型 (21) 指数镇定. 由于采用的变换为同

胚坐标变换,控制律 (22) 也能使 (18a) 指数镇定. 经

过反变换即可得使 (18) 指数镇定的控制律为

v d =
v dB

v dM

=

(Τ2 + z 3Τ1 +
R
2

Τ1) ör

(Τ2 + z 3Τ1 -
R
2

Τ1) ör

- kM qM

. (23)

　　整个系统 (17) 在控制系统 (23) 和 (9) 的作用

下可实现其鲁棒镇定.

在仿真过程中,移动机械臂相关参数为: m 0 =

50 kg,m 1 = 4 kg,m 2 = 3. 5 kg, R = 0. 3 m , d = 0. 3

m , J 0 = 1. 417 kg õ m 2, J 1 = 0. 03 kg õ m 2, J 2 =

0. 036 kg õ m 2, r = 0. 1 m ,L 1 = 0. 5 m ,L 2 = 0. 35

m ; 未建模动态和外界扰动为 T 1d i = 0. 5 N õm , i =

1, 2, 3, 4. 各控制参数分别取为: Α0 = 1, Χ= 1, k 1 =

2, k 2 = 3, k 3 = - 12, c = [ 4　60　2　0. 1　0. 05 ]T ,

d� = [ 1　1　1　1 ]T. 图 2和图 3分别为初始条件 q0

= [ 1　1　Πö4　Πö2　Πö6 ]T 时移动机械臂的位置

响应曲线和速度跟踪误差曲线.

(a)　 (x c, y c, <) 的时间响应曲线

(b)　 (Η1, Η2) 的时间响应曲线

图 2　系统各状态的时间响应曲线

(a)　速度 v 1, v 2的跟踪误差曲线

(b)　速度 v 3, v 4的跟踪误差曲线

图 3　速度跟踪误差曲线

(下转第1297页)

2921 　　　控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

择算法是较优的; 基于SPT 规则的满批算法的性能

也较好; 2)对于满批算法而言, SPT FB 算法要优于

W SPT FB 算法,这与前面的结论是一致的; 3)在一

般情况下,基于W SPT 规则的选择算法W SPT S 是

性能最强的.

6　结　　语
　　实验表明,根据最优分批性质提出的选择分批

算法W SPT S 是各种算法中最有效的, 但该算法相

对基于 SPT 规则的选择分批算法而言, 稳定性较

差. 另外,选择分批算法要优于常规算法. 实验结果

还表明,工件的初始次序对算法的结果是有影响的,

这提示未来的研究方向应该把算法和邻域搜索结合

起来,这是一个极有潜力的研究方向.
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5　结　　语
　　本文针对一类带有未知惯性参数、未建模动态

及外界干扰的非完整动力学系统的鲁棒镇定问题,

基于滑模控制思想及非完整运动学系统的镇定策

略,给出了该类系统的鲁棒镇定方法;并将其用于一

类不确定非完整移动机械臂的鲁棒镇定分析, 仿真

结果验证了所提出控制方法的正确有效性.
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