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单台批处理机总加权完成时间最小化的启发式算法

冯大光1, 2, 唐立新1

(1. 东北大学 物流优化与控制研究所, 沈阳 110004; 2. 沈阳农业大学 基础部, 沈阳 110161)

摘　要: 批处理机总加权完成时间最小化问题的复杂性目前还没有确定,因此有必要研究该问题的启发式算法. 基

于对该问题最优解性质的分析,提出了工件分批的最优性质. 分别基于W SPT 规则和SPT 规则对工件进行总排序,

利用工件最优分批性质进行分批,提出了两种启发式算法 (简称为W SPT S和SPT S). 为了检验算法的性能,将提出的

算法与此问题的基准算法和常规算法进行了比较,结果表明,启发式算法W SPT S 要优于其他的算法,而SPT S 算法

的性能最优.
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Abstract: T he p rob lem of n jobs to be p rocessed on single batch ing m ach ine w ith a capacity to m in im ize the to ta l

w eigh ted comp letion tim e is discussed. A n analysis and p roof are given fo r the quality of op tim al so lu tion under som e

condit ion, based on w h ich tw o heurist ic algo rithm s are carried ou t, select ing jobs o rdered by W SPT ru le (W SPT S)

and selecting jobs o rdered by SPT ru le ( SPT S ). To compare the p ropo sed algo rithm s, heurist ic dynam ic

p rogramm ing based on W SPT and SPT respectively is carried ou t, and so does fu ll batch algo rithm. T he experim ent

resu lt show s that the heurist icW SPT S is the best one and the SPT S is the mo st stab le one among all the algo rithm s.
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1　引　　言
　　在实际生产过程中有的机器可以同时加工多个

工件 (如大规模集成电路生产中最后的检验阶

段[1 ]) ,将单台机器可以同时加工多个工件的排序问

题,称为批处理机调度问题. 许多其他生产过程,如

电镀、钢铁生产过程中的加热炉等都存在批处理机

调度问题, 因而具有广泛的应用价值和现实意义.

Po t ts[2 ]等人对批处理机的调度问题做了综述.

F rench [3 ]的W SPT 规则被应用于批的调度问题,提

出了BW SPT 规则[4 ]. L iu [5 ]等对能力无限的批处理

机问题进行了研究. Cheng [6 ]等对于工件具有优先

权和到达期约束的批处理机调度问题进行了研究.

Zhang [7 ]等给出了工件动态到达批处理机的

m akespan 最小化的在线算法. L i[8 ]等对工件具有释

放时间和尺寸的批处理机的m akespan 最小化问题

进行了研究.

本文对单台批处理机总加权完成时间最小化问

题部分工件的分批性质进行了研究,提出了启发式
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算法,并通过数字实验与常规算法进行了对比.

2　模　　型
　　单台批处理机调度问题的模型为: n 个工件要

在一台能力为B 批处理机上进行加工,每个工件在

开始时刻就可以进行加工, 加工时间和权值分别为

p i和w i. 批处理机每次至多可以加工B 个工件,称B

为批处理机的能力,这些工件可以分成 r个批,记为

B 1,B 2,⋯,B r,批的加工时间和权值分别记为 p (B i)

和w (B i) , i = 1, 2,⋯, r. 第 j批的加工时间p (B j ) =

m ax
i∈B j

{p i}, 并且权值为w (B j ) = ∑
i∈B j

w i, 所含有的工

件数记为 ûB j û. 由于同一批的工件同时加工, 所以

同一批的工件具有相同的完成时间. 单台批处理机

调度问题包括如何把工件分批和确定批的加工顺

序,从而优化某个目标函数.

本文所研究的单台批处理机调度问题的目标函

数为所有工件的加权完成时间最小化∑
n

i= 1
w iC i,其中

C i 为 工 件 i 的 完 成 时 间, 也 可 以 表 示 成

∑
r

j = 1
w (B j )∑

j

i= 1
p (B i) ,即∑

r

j= 1
∑
l∈B j

w l∑
j

i= 1
p (B i).

3　最优解的一些性质
　　为了更加详尽地研究能力有限的单台批处理

机的调度问题,下面介绍一些定义[2 ]. 对于批B j , 如

果它所含有的工件的个数等于机器的容量 B , 即

ûB j û = B ,则称该批为满批;否则,称为非满批. 在批

的排序中,如果存在两个批B j和B k ,批B j在批B k的

前面,且 p (B j ) > p (B k ) ,则称批B k 相对于批B j 是

滞后的. 下面给出目标函数是总加权完成时间最小

化的调度问题的一些性质.

对于给定批的工件的总加权完成时间最小化问

题,W SPT 规则[3 ] 给出了最优的批的排序.

性质 1 (BW SPT 规则) [4 ]　对于给定的批B i, ( i

= 1, 2,⋯, r) , 加工时间和权值分别为 p (B i) 和

w (B i) ,则批按 p (B i) öw (B i) 的非减次序排列,可以

得到给定批的总加权完成时间最小化的最优次序.

性质 2　在最优的批调度中,如果有两个工件 i

和 j的加工时间相同, i的权值小于 j的权值,且工件

i在第 k 批B k 中,则工件 j 或者在批B k 中或者在B k

前面的批中.

引理 1　在一个最优的批的调度中不能存在相

对于不满批的滞后批.

由引理 1,可以得到下面的结论:

引理 2　在一个最优的批调度中, 如果加工时

间最大的工件所在的批是非满批, 则该批一定排在

最后.

引理 3　在一个最优的批的调度中如果存在不

满批, 则该批后的任意一个批中的工件的加工时间

都大于该批的加工时间.

定理 1　当批处理机的容量为B 时,按 SPT 规

则排序后的工件为 1, 2,⋯,B , 如果满足 p i <

(∑
i

l= 1
w lö∑

i- 1

l= 1
w l) p i- 1,对一切 2≤ i≤B 都成立,则工

件1, 2,⋯,B 作为一批是最优的,即总加权完成时间

最小.

定理 2　当批处理机的容量为B 时,对于按任

意次序排列的工件 1, 2,⋯,B , 如果m ax
1≤m≤i

{pm } <

(∑
i

l= 1

w lö∑
i- 1

l= 1

w i) m ax
1≤m≤i- 1

{pm },对一切 2≤ i≤B 都成

立, 则工件 1, 2,⋯,B 作为一批是最优的,即总加权

完成时间最小.

4　启发式算法

　　由于 1ûB û∑
n

i= 1
w iC i的N P 性到目前为止没有确

定,因而研究其启发式算法是十分有意义的.

首先, 根据工业生产中常采用的方法给出满批

算法.

算法 1　SPT 满批算法 (SPT FB 算法) [3 ]:

Step 1: 把工件按加工时间的非减次序编号,对

于加工时间相同的工件按权值的非增顺序编号.

Step 2: 把编号从 ( i - 1)B + 1到m in{n , iB } ( i

= 1,⋯, [
n
B ]) 的工件放入同一批中;

Step 3: 把生成的批按BW SPT 次序在机器上加

工.

把算法 1中的工件按W SPT 规则排序,其他分

批方法相同则得到:

算法 2　W SPT 满批算法 (W SPT FB 算法). 满

批算法的时间复杂性为O (n).

利用定理 2,得到下面的选择分批算法. 介绍几

个定义:

当前工件序列: 按某个规则排列的去掉已经分

完批的工件的集合;

当前批:当前正在添加工件的批;

当前工件 (cjob) :当前正被分批的工件;

p (B ) :表示当前批的加工时间;

w (B ) :表示当前批的权值;

p (cjob) :表示当前工件的加工时间;

w (cjob) :表示当前工件的权值.

算法 3　W SPT 选择分批算法 (W SPT S) :

Step 1: 工件按W SPT 规则排序,得到当前工件

序列.
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Step 2: 开始新的一批, 即当前批, 把当前工件

序列中的第一个工件作为当前批的第一个工件, 在

当前工件序列中去掉该工件, p (B ) = p (cjob) ,

w (B ) = w (cjob).

Step 3: 把当前工件序列中加工时间小于当前

批加工时间且权值最大的工件称为当前工件, 放入

当前批,w (B ) = w (cjob) + w (B ) ,在当前工件序列

中去掉该工件. 如果还存在这样的工件,继续放入当

前批,权值相应的变化,并在当前工件序列中去掉相

应的工件, 如果构成满批, 转 Step 2; 如果不存在这

样的工件, 转 Step 4; 如果所有工件分完批, 转

Step 5.

Step 4: 如果所有的工件都分完批,转 Step 5. 把

当前工件序列中的第一个工件作为当前工件, 如果

p (cjob) < [ (w (B ) + w (cjob) ) öw (B ) ]×p (B ) ,把

该工件放入当前批, 如果直至最后一个工件都不满

足该式子,转 Step 2; 如果构成满批转 Step 2; 如果没

有构成满批转 Step 3.

Step 5: 把分好批的工件按BW SPT 规则进行加

工.

当工件按 SPT 顺序排列时,只需要考虑工件的

权值和加工时间是否满足定理 1即可,从而得到:

算法 4　SPT 选择分批算法 (SPT S) ,算法的具

体步骤略去.

定理 3　 选择分批算法的计算复杂度介于

O (n2) 和O (n (1 -
1

B ) ) 之间.

证明　假设 n个工件为 1, 2,⋯, n ,机器的处理

能力为B , K 为不大于 nöB 的最大正整数.

1) 选择分批算法的最差情况为所有的工件在

任何情况下都不满足判定条件,具体分析如下:

① 选择工件 1开始新的一批,工件 2, 3,⋯, n都

不满足条件,共判断了 n - 1次,工件 1自己作为一

批;

② 选择工件 i开始新的一批,工件 i + 1, i + 2,

⋯, n 都不满足条件,共判断了 n - i次,工件 i自己

作为一批 ( i = 2, 3,⋯, n - 1) ;

③工件 n 自己作为一批,判断 0次;

从而总的判断次数为

(n - 1) + (n - 2) + ⋯ + 1 =
(n - 1) n

2
,

所以最差情况的计算复杂性为O (n2).

2) 选择分批算法的最好情况是所有的工件恰

好按照其排列顺序满足需要判断的条件, 具体分析

如下:

① 选择工件1开始新的一批,工件2, 3,⋯,B 都

满足条件,共判断了B - 1次,工件 1, 2, 3,⋯,B 作

为一批;

② 选择工件 iB + 1开始新的一批,工件 iB +

2,⋯, ( i + 1)B 都满足条件,共判断了B - 1次,工

件 iB , iB + 1, iB + 2,⋯, ( i + 1)B 作为一批 ( i = 2,

3,⋯, K - 1) ;

③ 选择工件 KB + 1 (如果存在) 开始新的一

批, 工件 KB + 2,⋯, n 都满足条件, 共判断了 n -

(KB + 1) 次.

从而总的判断次数为: n 能被B 整除时,有

K (B - 1) = n -
n
B

= n (1 -
1

B ) ;

n 不能被B 整除时,有

K (B - 1) + n - (KB + 1) = n (1 -
1

B ) - 1.

从而最好情况的计算复杂性为O (n (1 -
1

B ) ). 综上
可得定理成立. □

用动态规划算法解决总加权完成时间最小化问

题时, 仿照 B rucker [9 ] 的动态规划算法, 工件按

W SPT 规则排序, 得到如下的动态规划算法

(W SPTHD ) ,迭代方程为

G n+ k = 0, p n+ k = 0, w n+ k = 0;

　　　k = 1, 2,⋯,B ;

G j = m in
j≤k≤j + B {G k+ 1 + m ax

j≤m≤k
{p m }∑

n

h= j

w h},

　　　j = 1, 2,⋯, n.

　　G 1 即为最优解.

5　实验研究
　　产生测试问题时,按照U zsoy [4 ]产生测试问题

的方法, 权值和加工时间分别在 [ 1, 10 ]和 [ 1, 20 ]

[ 10, 20 ]上服从均匀分布, 随机产生, 工件数为 10,

20,⋯, 100,每种情况产生 10个例子,机器的能力为

3和5,一共产生1 800个测试问题. 算法的程序用C

语言编写, 在 AM D A th lon ( tm ) XP 3000 + ,

2. 16GH z DDR 256M 的机器上运行. 各种算法的归

一化实验结果如表1、表2所示,其中SPT FB 表示基

于SPT 规则的满批算法;W SPT FB 表示基于W SPT

规则的满批算法; SPTHD 表示基于 SPT 规则的动

态规划算法; W SPTHD 表示基于W SPT 规则的动

态规划算法; SPT S 表示基于 SPT 规则的选择分批

算法; W SPT S 表示基于W SPT 规则的选择分批算

法. 本文把B rucker [9 ]的算法SPTHD 作为基准算法.

从表 1 可以看到,对于满批算法和动态规划算

法而言, 工件按 SPT 规则排序显然要优于工件按

W SPT 规则排序; 对于选择分批算法工件按W SPT

规则排序要明显强于工件按SPT 规则排序,并且选

择分批算法要优于其他各种算法. 从统计学的角度
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来看,基于SPT 规则的算法要比基于W SPT 规则的

算法稳定, 虽然从平均值来看,W SPT S 算法优于

SPT S算法,但SPT S 的稳定性要明显超过W SPT S

算法,并且它是所有这些算法中性能最稳定的.

　　从表 2 可得结论: 1)当权值在 [ 10, 20 ]内产生

时, 不论加工时间在哪个范围, 基于SPT规则的选
表 1　目标函数值作为工件数的函数的平均归一化对比结果

工件数量 SPTHD W SPTHD SPT FB W SPT FB SPT S W SPT S

10 1. 048 3 1. 021 2 1. 070 7 1. 066 4 1. 051 5 1. 029 2

20 1. 047 6 1. 057 3 1. 045 8 1. 074 4 1. 038 8 1. 018 6

30 1. 064 1 1. 069 9 1. 043 6 1. 088 8 1. 043 2 1. 009 7

40 1. 067 1 1. 085 5 1. 043 1 1. 097 3 1. 040 9 1. 008 5

50 1. 079 8 1. 096 1 1. 044 2 1. 108 1 1. 043 0 1. 004 2

60 1. 072 1 1. 098 5 1. 036 5 1. 110 6 1. 035 8 1. 004 6

B = 3 70 1. 075 5 1. 104 7 1. 037 2 1. 116 1 1. 036 3 1. 003 5

80 1. 081 6 1. 108 8 1. 038 6 1. 121 1 1. 038 3 1. 003 3

90 1. 076 8 1. 111 4 1. 032 6 1. 123 9 1. 031 5 1. 004 2

100 1. 077 7 1. 111 0 1. 029 6 1. 121 3 1. 028 9 1. 003 1

平均值 1. 069 1 1. 086 4 1. 042 2 1. 102 8 1. 038 8 1. 008 9

标准差 0. 000 1 0. 000 8 0. 000 1 0. 000 4 0. 000 0 0. 000 1

改进率 - 1. 730 0 2. 690 0 - 3. 370 0 3. 030 0 6. 020 0

10 1. 027 1 1. 034 4 1. 072 0 1. 111 8 1. 044 4 1. 047 3

20 1. 028 6 1. 045 1 1. 034 0 1. 083 2 1. 028 0 1. 033 0

30 1. 037 8 1. 069 8 1. 030 6 1. 094 0 1. 037 4 1. 028 5

40 1. 050 6 1. 084 5 1. 040 1 1. 101 2 1. 041 0 1. 011 2

50 1. 060 9 1. 100 4 1. 046 0 1. 116 8 1. 041 6 1. 005 6

60 1. 075 1 1. 114 2 1. 050 2 1. 133 5 1. 052 1 1. 006 2

B = 5 70 1. 083 0 1. 130 1 1. 054 0 1. 141 6 1. 053 1 1. 004 2

80 1. 090 3 1. 136 2 1. 056 3 1. 148 5 1. 051 6 1. 004 2

90 1. 087 7 1. 144 7 1. 050 7 1. 156 5 1. 047 2 1. 002 5

100 1. 094 3 1. 145 3 1. 050 9 1. 156 6 1. 048 5 1. 003 2

平均值 1. 063 5 1. 100 5 1. 048 5 1. 124 4 1. 044 5 1. 014 6

标准差 0. 000 6 0. 001 5 0. 000 1 0. 000 6 0. 000 1 0. 000 2

改进率 - 3. 700 0 1. 500 0 - 6. 090 0 1. 900 0 4. 890 0

表 2　按工件参数的分布归一化目标函数值

　　加工时间范围 权值范围 SPTHD W SPTHD SPT FB W SPT FB SPT S W SPT S

[ 1, 10 ] [ 1, 10 ] 1. 048 7 1. 028 2 1. 070 2 1. 071 5 1. 053 0 1. 027 5

[ 1, 20 ] 1. 057 3 1. 063 6 1. 048 1 1. 082 7 1. 042 4 1. 016 7

[ 10, 20 ] 1. 059 6 1. 072 2 1. 040 6 1. 089 8 1. 037 6 1. 010 7

[ 1, 20 ] [ 1, 10 ] 1. 068 2 1. 092 9 1. 041 0 1. 104 4 1. 040 9 1. 006 1

B = 3 [ 1, 20 ] 1. 078 8 1. 097 3 1. 040 5 1. 110 4 1. 038 7 1. 004 2

[ 10, 20 ] 1. 067 5 1. 103 7 1. 034 9 1. 114 8 1. 034 5 1. 004 9

[ 10, 20 ] [ 1, 10 ] 1. 082 3 1. 103 6 1. 040 2 1. 114 5 1. 040 0 1. 002 6

[ 1, 20 ] 1. 086 6 1. 108 7 1. 037 4 1. 120 5 1. 036 4 1. 003 7

[ 10, 20 ] 1. 072 6 1. 107 7 1. 026 7 1. 116 7 1. 026 1 1. 003 5

[ 1, 10 ] [ 1, 10 ] 1. 028 3 1. 037 2 1. 069 4 1. 111 7 1. 045 5 1. 048 1

[ 1, 20 ] 1. 028 6 1. 053 8 1. 032 2 1. 089 9 1. 029 9 1. 029 2

[ 10, 20 ] 1. 041 6 1. 075 0 1. 034 4 1. 095 2 1. 037 8 1. 022 4

[ 1, 20 ] [ 1, 10 ] 1. 051 2 1. 093 9 1. 041 0 1. 114 2 1. 037 2 1. 009 5

B = 5 [ 1, 20 ] 1. 070 0 1. 107 1 1. 046 7 1. 124 9 1. 048 6 1. 006 2

[ 10, 20 ] 1. 073 9 1. 125 7 1. 050 9 1. 140 3 1. 049 2 1. 006 9

[ 10, 20 ] [ 1, 10 ] 1. 094 6 1. 130 7 1. 061 1 1. 141 9 1. 056 9 1. 002 8

[ 1, 20 ] 1. 097 3 1. 140 0 1. 054 5 1. 150 3 1. 051 4 1. 002 9

[ 10, 20 ] 1. 086 2 1. 140 8 1. 046 1 1. 151 0 1. 043 9 1. 003 3
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择算法是较优的; 基于SPT 规则的满批算法的性能

也较好; 2)对于满批算法而言, SPT FB 算法要优于

W SPT FB 算法,这与前面的结论是一致的; 3)在一

般情况下,基于W SPT 规则的选择算法W SPT S 是

性能最强的.

6　结　　语
　　实验表明,根据最优分批性质提出的选择分批

算法W SPT S 是各种算法中最有效的, 但该算法相

对基于 SPT 规则的选择分批算法而言, 稳定性较

差. 另外,选择分批算法要优于常规算法. 实验结果

还表明,工件的初始次序对算法的结果是有影响的,

这提示未来的研究方向应该把算法和邻域搜索结合

起来,这是一个极有潜力的研究方向.
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5　结　　语
　　本文针对一类带有未知惯性参数、未建模动态

及外界干扰的非完整动力学系统的鲁棒镇定问题,

基于滑模控制思想及非完整运动学系统的镇定策

略,给出了该类系统的鲁棒镇定方法;并将其用于一

类不确定非完整移动机械臂的鲁棒镇定分析, 仿真

结果验证了所提出控制方法的正确有效性.
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