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区间分析及其在控制理论中的应用

彭　瑞, 岳继光
(同济大学 控制科学与工程系, 上海 200092)

摘　要: 对区间分析理论及其在控制领域的应用进行了综述. 首先简单阐述了区间分析的基本原理,包括区间计算、

区间N ew ton 法和区间全局优化方法等;然后对区间方法在参数与状态估计、鲁棒控制、智能理论等方面的应用研究

成果进行了归纳和总结;最后分析了区间方法在控制理论应用研究中所面临的主要问题,并展望了未来的研究方向.
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1　引　　言
　　美国数学家M oo re在20世纪50年代提出了区

间分析理论,其初衷是为了进行自动误差分析,之后

该理论不断发展,很快成为计算数学的一个活跃分

支. 区间分析以区间来实现对数据的存储与运算,运

算结果保证包含所有可能的真实值,即结果是准确

可靠的. 另外人们可以很方便地把某些不确定性计

算参数表述为区间,并直接包含在区间算法之中,这

在实际应用中也具有重要意义. 区间分析理论从产

生至今,已经在科学计算和工程应用中取得了大量

成功的应用. 一个名为《可靠计算》的国际刊物专门

用来发表这方面的研究论文. 研究者们还定期召开

区间分析国际会议,讨论和交流该领域的最新进展.

区间分析方法具有的可以有效界定函数范围并

提供数学意义上严格的运算结果的特性,使得它特

别适于解决某些非线性方程求解和全局优化问题.

另外,利用区间可以表示数据的不确定性,因而适于

解决自动控制领域中的非线性和参数不确定性现

象,如鲁棒辨识和控制等. 目前,区间方法在控制领

域越来越受到关注,研究者们已经对许多控制问题

提出了基于区间分析的求解方法. 此外, IEEE 控制

系统学会还成立了一个专门的研究组给这方面的研

究者们提供交流平台.

本文在介绍区间分析理论的基础上,对其应用

于控制理论领域的主要研究成果进行了总结.

2　区间分析简介

2. 1　区间定义及运算[1, 2 ]

实数集R 上的一个连续子集X = [x , xθ ]称为实



区间, 区间 X 的上下端点分别记做 sup (X ) 和

inf (X ) ,所有实区间的集合记作 IR. 区间X 的中点、

宽度和绝对值分别定义为: m id (X ) = (x + xθ) ö2,

w (X ) = xθ - x , ûX û = m ax{ûx û , ûxθû}.

区间四则运算法则为:

任给X = [x , xθ ], Y = [y , yθ ] ∈ IR ,则

X op Y =

{x op y ûx ∈X , y ∈ Y }, op ∈ {+ , - , ×, ö}.

　　分量为区间的向量称为区间向量. 所有 n 维实

区间向量的集合记作 IR n. 对于一个 n维区间向量X

= (X 1,⋯, X n) ,其宽度w (X ) = m ax
i

(w (X i) ) ,中点

m id (X ) = (m id (X 1) ,⋯,m id (X n) ). 元素为区间的

矩阵称为区间矩阵. 所有m × n 实区间矩阵的集合

记作 IRm×n.

对于元素为A ij 的区间矩阵A ,其宽度w (A ) =

m ax
i, j

(w (A ij ) ) ,范数‖A ‖ = m ax
i {∑

j

ûA ij û}.

区间向量和区间矩阵运算规则分别是实向量和

实矩阵运算规则的推广, 只是分量或元素间运算采

用区间运算规则.

在计算机上实现区间运算时,一切计算结果 (包

括中间结果) 都必须满足包含原理, 因此区间运算

采用向上向下舍入模式, 使得采用有限精度的浮点

运算可以保证计算的可靠性.

2. 2　区间扩展函数

区间扩展函数的概念在区间分析中非常重要,

几乎所有区间算法都基于扩展函数的包含特性. 区

间扩展函数定义为:设 f 是从R n 到R m 的函数,且 f

在某一区间向量X ∈ IR n上的值域表示为 f (X ) ,即

f (X ) = {f (x ) ûx ∈X },如果存在从 IR n到 IRm 的区

间函数F满足: Π X ∈ IR n , f (X ) Α F (X ) ,则称F 为

函数 f 的区间扩展函数.

对于基本函数, 如 f ∈ {sqr, sqrt, sin, exp ,

log⋯}, 其扩展函数通过直接计算函数范围得到,即

F (X ) = {f (x ) ûx ∈X }.

同一函数可以有不同的扩展函数形式, 如自然

扩展形式、中值形式、针对多项式的Ho rner 形式和

Bern stein 形式等, 其中最常用的是自然扩展函数.

对于给定的由基本函数和四则运算组成的可以用

表达式或算法表示的函数 f ,如果将其中每个实变

量用区间变量代替, 每个基本函数和运算符用各自

相应的区间基本函数和区间运算符代替, 得到的即

为自然扩展函数. 若 f 连续, 其自然扩展函数 F 满

足:

1) 包含性: Π X ∈ IR n , f (X ) Α F (X ) ;

2) 收敛性: w (X ) → 0] w (F (X ) ) → 0.

2. 3　求解非线性方程与全局优化

区间分析奠定了许多新的计算方法的理论基

础. 这些新算法能够可靠解决一些传统方法难以解

决的问题, 如给定区域内非线性方程组求解和全局

优化等问题[3 ]. 这两个问题的求解是区间分析理论

应用的最成功的两个方面, 同时也是区间方法求解

一些控制问题的主要理论基础.

2. 3. 1　区间 Newton 法[2, 4 ]

在给定范围 x ∈X 0内,求解非线性方程或方程

组 f (x ) = 0 是计算数学中的一个重要问题. 区间

N ew ton法是一个可靠求解该问题的较好的方法. 该

方法在经典N ew ton 法的基础上, 引入区间变量并

利用区间计算,使得每次迭代产生包含解的区间,随

着迭代的进行,解区间不断缩小,最终得到近似解和

对应的解误差. 算法每次迭代需要计算区间N ew ton

算子N k ,然后通过X
(k+ 1) = N k∩X k进行迭代. 有时

需要将 X k 一分为二, 分别进行迭代处理. 区间

N ew ton 法不但可以准确包含非线性方程或方程组

的解, 而且迭代过程中可以判别解的存在性和唯一

性,这也是该方法突出的优点.

2. 3. 2　区间全局优化算法[2, 5 ]

基于区间分析的优化方法是一种确定性全局优

化方法, 能够可靠地确定给定范围内所有的全局最

优解. 该类优化方法一般采用分支定界策略,算法不

断地细分解区域,更新最优解近似值,通过检验法则

排除不可能包含最优解的区域, 最终得到所有最优

解. 其中检验法则有赋值检验、单调性检验、凹凸性

检验、区间N ew ton 法等.

例如欲求解n维无约束优化问题m inf (x ) , x ∈

X 0,算法可以同时采用以下的检验法则:

赋值检验是最基本的检验法则. 对于任一 X ∈

X 0,如果扩展函数值下界 inf (F (X ) ) 大于当前最优

值上界 Σ,则X 应被排除;否则保留并等待进一步处

理. 一个最简单的区间优化算法就是由赋值检验和

对X 0 的不断二分组成.

目标函数欲取得极值必须满足一定的导数条件

(边界除外) , 利用区间方法可以很方便地确定某一

区域内的导函数范围, 以此来判断该区域是否被排

除. 单调性检验和凹凸性检验是分别基于一阶和二

阶导数的判别法则.

另外对于由一阶导数条件得到的非线性方程组

g (x ) = 0, 可采用区间N ew ton 法判别某一区域内
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是否存在极值点,并能在存在时确定该极值点范围.

区间全局优化算法虽然可以可靠地确定所有最

优解 (实际是误差足够小的包含最优解的区域) , 但

求解维数较高的问题时,运算速度较慢. 约束优化问

题求解方法以及更多的区间全局优化方面的研究内

容请参阅相关文献.

3　区间分析方法在控制理论中典型应用
　　区间方法已经在控制理论中取得了不少成功

的应用, 其中较典型且研究较多的主要包括参数与

状态估计、鲁棒控制、区间智能理论等几个方面.

3. 1　参数与状态估计

3. 1. 1　非线性参数估计

区间分析应用于非线性模型参数估计问题有两

种研究方法: 一是常规的通过优化某一目标函数寻

找最优参数;二是在误差未知但有界情况下,寻找所

有与误差相符的不确定参数集. 两种情况采用区间

方法都可以保证获得可靠的结果.

3. 1. 1. 1　常规参数估计

常规参数估计方法如最小二乘估计、极大较小

估计等都是通过优化某一目标函数来完成. 许多经

典优化方法 (如梯度类高斯 2牛顿法、序列二次规划
法、非梯度类单纯形法等) 都可用于求解这类问题.

但这些方法均属于局部方法, 不能保证找到全局最

优的模型参数. 区间全局优化算法为非线性模型参

数估计提供了一种有效途径. 文献 [ 2, 6 ] 等对该方

法进行了研究, 并且 [ 6 ] 将其应用于化工过程中汽

液平衡模型参数估计, 结果表明此方法求得的全局

最优模型参数在模型预测性能方面明显优于其他方

法.

3. 1. 1. 2　有界误差估计

常规估计的结果是一个标称参数, 一般没有给

出参数误差大小. 80 年代中期以来, 一种假定误差

未知但有界 (UBB ) 的估计理论和方法愈来愈引人

注目. 利用区间分析来确定非线性模型待估参数集

是其中一种重要方法.

此问题描述为:对于非线性模型 y = f (x , p ) +

e,已知输入输出观测数据对 (x i, y i) 和误差 ei = [ei,

ei ],确定所有使得误差满足的参数集 P.

根据输出观测数据和误差, 可得理想模型输出

为 y m i = [y i - ei, y i - ei ],将模型输出区间向量记做

Y m. 设模型扩展函数为F ,则对可能的参数区间向量

Pϖ进行如下测试处理[2, 7 ]:

1) 若 F (x , Pϖ) Α Ym ,则 Pϖ Α P ;

2) 若 F (x , Pϖ) ∩ Ym = <,则 Pϖ∩ P = <;

3) 若w (Pϖ) < Ε,则 Pϖ被认为足够小无需再测

试;

4) 若以上 3种情况都不满足则将 Pϖ一分为二,

对子区间向量分别进行递归测试.

最终可求出待估参数集 P 的两个近似集合 P -

和 P + ,其中 P - 是所有满足 1) 的参数子集的并集,

即确定的参数集合, P + 是所有满足 1) 或 3) 的参数

子集的并集,即所有确定和尺寸足够小的参数集合,

则待估参数集满足 P - < P < P + . 理论上可以控制

P - 和 P + 以任意精度逼近 P. 该方法能够有效处理

误差未知但有界情况下非线性模型的参数估计问

题,且可以得到可靠的估计结果. 另外, 此方法具有

一定的校验功能, 算法结束时如确定参数集为空集

则说明模型假设或观测数据存在错误.

采用以上方法虽然结果可靠, 但其最大问题在

于随着待估参数维数增加, 计算时间可能会呈指数

增加. 由于能够有效降低高维计算复杂度,近年来区

间约束传播方法在区间分析领域引起了极大的关

注[8 ]. 文献 [ 9 ] 将区间约束传播方法引入上述的参

数测试算法中,大大提高了算法效率.

此外,文献[ 10, 11 ] 研究了试验因素 (如测量时

刻 ) 不确定性的情况, 此时参数测试算法需进行适

当调整. 同样区间约束传播方法也被用来提高算法

效率.

3. 1. 2　非线性系统有界误差状态估计

非线性系统通常采用推广的卡尔曼滤波器方法

进行状态估计,但因对模型作了线性化的近似,该方

法所得结果通常非最优. 在假定误差未知但有界的

情况下, 文献 [ 12, 13 ] 等分别对离散时间和连续时

间的非线性系统状态估计问题, 采用基于区间分析

的方法进行了研究,并且获得了可靠的结果. 这些文

献中也都采用了与上述有界误差参数估计类似的参

数可行性测试和区间约束传播等方法.

3. 2　鲁棒控制

基于区间理论的参数方法是鲁棒控制研究的一

个重要分支. 在已知参数变化边界的情况下,可以用

区间相关理论对参数不确定控制对象的数学模型进

行描述,一般称这样的系统为区间系统. 区间系统的

研究大多集中于多项式和矩阵稳定性理论的研究,

文献[ 14 ] 综述了这方面的研究进展. 另外也有一些

学者提出基于区间分析的算法, 对较复杂的参数相

关摄动系统进行分析和综合.

3. 2. 1　多项式稳定理论

在经典控制方法中, 常通过分析系统特征多项
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式来判定系统的稳定性. 在区间系统鲁棒稳定性分

析中,同样可以采用特征多项式来处理. 系数带有参

数摄动的多项式表示为

P (s, q) = ∑
n

i= 1
a i (q) si,

其中q为不确定参数向量, q∈Q 0,Q 0 = {qûq i∈ [q i,

q i ], i = 1,⋯,m }.

如果多项式 P (s, a) = ∑
n

i= 1
a is

i的系数 a i相互独

立且 a i ∈ [a i, a i ], 则该多项式被称作区间多项式.

前苏联学者Kharitonov提出的Kharitonov定理[15 ] ,

开创了研究区间系统鲁棒稳定性的先河. 该定理指

出区间多项式的H u rw itz稳定性等价于下列 4顶点

多项式的H u rw itz稳定性:

P 1 (s) = a0 + a1s + a2s2 + a3s3 + a4s4 + ⋯,

P 2 (s) = a0 + a1s + a2s2 + a3s3 + a4s4 + ⋯,

P 3 (s) = a0 + a1s + a2s2 + a3s3 + a4s4 + ⋯,

P 4 (s) = a0 + a1s + a2s2 + a3s3 + a4s4 + ⋯.

　　实际上 Kharitonov 定理要求的特征多项式各

系数相互独立常难以满足. 此后许多学者研究了更

复杂的多项式族的稳定性理论,如系数线性、多线性

相关摄动的多项式族的鲁棒稳定性等, 提出了边定

理、广义 Kharitonov 定理等[16 ]. 但这些研究成果使

用时验证过程复杂、计算量大,因此在高维问题的应

用受到了限制.

3. 2. 2　区间矩阵稳定性理论

状态空间意义下的区间系统稳定性的研究是参

数鲁棒稳定性研究的另一重要方向. 与多项式稳定

性相比,矩阵稳定性更复杂. 在各种形式的参数摄动

矩阵中, 最简单的是假设元素在各自区间内自由变

动的区间矩阵. 关于区间矩阵的稳定性问题,人们试

图找到类似 Kharitonov 定理的结论,即区间矩阵的

稳定性等价于顶点矩阵的稳定性,但没有成功. 文献

[ 17 ] 提出利用区间矩阵分解的方法判断区间矩阵

的稳定性,即将区间矩阵分解为若干个子区间矩阵,

若验证每个子区间矩阵稳定时, 可得到整个区间矩

阵的稳定性. 在此基础上, 文献 [ 18 ] 进一步说明了

一个区间矩阵的稳定性与此区间矩阵中有限个矩阵

的稳定性等价, 并给出了寻找该有限个矩阵的更有

效的计算方法. 矩阵分解的方法虽然从理论上给出

了区间矩阵稳定性的充要条件, 具有普遍性但计算

量很大. 很多学者提出了一些判定区间矩阵稳定的

充分条件或是针对某些特殊类型的区间矩阵给出了

更有效的稳定性判据[19～ 22 ]. 另外, 由于时滞存在是

导致系统不稳定的一个重要因素, 时滞区间系统的

稳定性问题也引起了不少的关注[23, 24 ].

区间矩阵稳定性问题虽已取得了很多研究结

果,但现有结果中,有的条件太复杂,计算量很大;有

的条件虽然简单,但适用范围较窄. 因此这方面仍须

做很多工作.

3. 2. 3　利用区间算法进行鲁棒性分析和综合

基于多项式族和区间矩阵的稳定性理论, 实际

上主要是利用了区间而不是区间计算. 近年来,不少

学者利用区间算法进行控制系统的鲁棒性分析和综

合研究, 一般是针对较复杂的多项式或任意非线性

相关摄动的参数不确定性系统.

区间算法在性能检验、性能裕量计算、稳定参数

域求解等鲁棒性分析问题中都得到了应用. 对于鲁

棒性检验问题, 可通过将鲁棒稳定性和鲁棒性能指

标表示为一系列不等式, 进而将该问题转化为函数

正性检验问题. 文献[ 25 ] 通过采用区间优化算法求

解函数全局最小值来判断函数正性,而[ 26 ] 利用模

区间分析法研究函数正性问题. 对于多项式相关摄

动系统,基于Bern stein 多项式的区间算法是一种很

有效的鲁棒性分析方法[27 ]. 关于鲁棒性能裕量计算

问题,现有文献中主要研究稳定半径的求解方法. 文

献[ 2 ] 直接采用基于区间分析的有约束问题的优化

方法来求解,而[ 28 ] 采用区间无约束优化算法结合

区间二分算法的方法来求解. 除以上两个问题,还有

些学者研究更困难的稳定参数域求解问题. 文献

[ 29 ] 在劳斯判据基础上采用区间分析集逆运算方

法对该问题进行了研究.

利用区间算法进行控制器设计一般考虑在给定

控制器结构的情况下, 调整控制器参数使得系统满

足鲁棒稳定性或某些鲁棒性能. 文献 [ 25, 30 ] 等分

别采用具体各不相同的分支定界型区间算法, 在预

先给定的控制器参数空间内寻找某一可行或是全部

可行的控制器参数. 文献 [ 2 ] 将该问题转化为求解

最大稳定度问题, 然后采用基于区间分析的求解

M in im ax 问题的优化算法进行求解. 此外模区间分

析法和Bern stein 多项式法也被用于鲁棒控制器设

计[26, 31 ].

区间计算方法应用于鲁棒性分析和综合, 其优

势在于能够方便地处理较复杂的参数摄动系统, 具

有全局性,结果可靠,能避免其他一些局部性方法可

能会导致的误判. 但该类方法同样存在不确定参数

维数高时计算量大的问题,限制了其应用范围,因此

4021 　　　控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷



需进一步的研究.

3. 2. 4　其他研究结果

除区间系统方面有较多的研究外, 近年来广义

区间动力系统的稳定性也已有一些研究[32, 33 ]. 由于

广义区间动力系统稳定性的分析既要考虑其稳定性

又要考虑其正则性及脉冲膜的存在性, 故其分析比

较复杂,研究结果还相对较少,且给出的稳定判据验

证较难.

3. 3　区间智能理论

区间分析与智能理论的结合也正逐渐引起人们

的关注, 目前主要体现在区间模糊和区间神经网络

两个方面.

3. 3. 1　区间模糊理论

通常模糊逻辑是采用 0, 1之间的一个实数表示

隶属度, 而在实际应用中, 有时隶属度不能准确给

出,所以采用一个区间数表示隶属度可能更为合理,

于是文献 [ 34 ] 引入了区间值模糊集 ( IV FS) 的概

念. 区间模糊理论已被用于实际系统设计过程中的

决策、优化、控制等许多方面[35 ]. 文献 [ 36, 37 ] 研究

了区间模糊控制器设计方法,且[ 36 ] 将此方法应用

于一个自主导航系统的设计, 成功地实现了为微型

机器人在未知迷宫中导航.

区间模糊理论虽然已有不少的研究与具体应

用,但许多理论问题如区间模糊集算子、区间模糊逻

辑及推理等都还有待于进一步研究.

3. 3. 2　区间神经网络理论

也有些学者将区间表示方法应用于神经网络的

研究之中. 文献[ 38 ] 首先提出了权值为区间数的区

间神经网络, 并将其应用于模糊回归分析. 文献 [ 39

～ 41 ] 等研究了推广得到的各种形式的区间神经网

络,并研究了网络训练算法等. 类似于点值神经网络

的函数逼近定理,文献[ 42 ] 证明了 4层前馈型区间

神经网络是一个通用的区间值函数逼近器. 区间神

经网络应用的一个成功例子是基因搜索[43 ]. 另外区

间模糊神经网络方面也有一些研究,这里不再详述.

3. 4　其他应用

除了前述几方面的研究得到了较多的关注外,

区间分析还在其他一些控制问题中得到了应用, 下

面对其中一些进行简要说明. 针对带有时滞或是超

越函数的非有理函数型传函的系统,文献[ 44 ] 提出

一种基于区间方法的可靠的频率特性计算方法. 该

方法通过区间细分实现任意精度逼近真实结果, 避

免了采用近似方法或格点法处理所带来的计算结果

误差难以估计的问题. 另外区间分析也在非线性控

制系统中得到了应用. 文献[ 45 ] 采用集计算与约束

传播方法研究了非线性离散系统状态向量或输出向

量满足集员指标的控制序列计算问题, 并且其成果

还被扩展应用到非线性离散系统的鲁棒控制中.

4　总结与展望
　　区间分析方法具有很好的可靠性,适于处理不

确定性参数,已被用于求解一些控制问题,并取得了

较好的效果. 但目前该方法的应用仍具有局限性,且

现有的研究也还不够完善,原因有两方面:

1) 区间数学本身固有问题的制约. 区间计算方

法虽然在许多领域许多问题中取得了较大成功的应

用,但其本身存在两大问题: 相关性问题和“维数灾

难”问题. 由于区间计算不考虑变量的相关性,导致

运算结果无效扩大,从而导致迭代算法效率降低或

是结果精度降低. 另外区间算法大多基于分支定界

策略,随着问题维数增加,二分次数和计算量呈指数

增加,解决高维问题就比较困难.

2) 区间方法还未被控制领域的研究者们所广

泛接受. 利用区间的优势来解决控制理论中的一些

问题需要更多的研究者积极参与,从而推动区间方

法在控制领域的进一步发展.

今后还需从以下几个方面进一步研究:

1) 区间分析理论和算法的研究. 区间算法是区

间方法应用于控制领域的主要基础,如何提高算法

效率需要在理论上进行更深入的探索. 由于区间约

束传播方法被认为可能是区间分支定界算法过程中

处理大区域高维问题的唯一方法[46 ] ,可考虑从寻找

更有效的一致性域缩减方法或是基本区间分析方法

与约束传播结合等方面进行研究.

2) 目前应用领域的进一步完善. 区间分析虽已

在解决某些控制问题中取得了一定的突破或进展,

但现有结果仍有许多问题没有很好地解决,需要进

一步研究.

3) 找到更多区间方法和控制理论的结合点. 虽

然目前区间分析已经在控制理论中多个方向得到了

应用,但尝试利用区间方法研究和解决更多的控制

问题,甚至将区间思维拓展到控制领域的各个方面

还需要大量的研究工作. 例如充分利用区间分析可

靠非精确的特性,研究如何将其直接引入到需要高

速控制或对具有高安全要求的控制系统中是值得尝

试的.

SUN 公司在一篇技术报告中这样评价区间方

法:“随着越来越多的教育、硬件和软件支持,区间方

法将成为思考和解决实际问题的一种很自然的方
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式. ”我们相信,随着区间数学基础理论的进一步完

善和更多控制界研究者们的积极参与,区间方法必

将会在控制领域的应用研究中有更多的突破.
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