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带有未知虚拟控制增益符号的自适应输出反馈控制

郑云峰, 杨盐生
(大连海事大学 航海学院, 辽宁 大连 116026)

摘　要: 针对带有未知虚拟控制增益符号的一类非线性系统,采用基于参数的坐标变换和参数重定义,将该系统转

化为参数输出反馈形式, 从而将未知的虚拟控制增益归入高频控制增益中. 由于该高频控制增益符号未知, 将

N ussbaum 增益技术融入自适应Back stepp ing方法中设计自适应输出反馈控制器. 采用调节函数法设计参数自适应

律以避免过参数估计. 该方法所设计的自适应输出反馈控制器可确保闭环系统的所有信号一致有界,且跟踪误差渐

近收敛. 仿真研究表明了该设计方法的有效性.
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Abstract: A global adap tive ou tpu t2feedback con tro l schem e is p ropo sed fo r a class of system s in ou tpu t2feedback

fo rm but w ith unknow n virtual con tro l coefficien ts signs. T rough coo rdinate transfo rm ation and param eter

redefin it ion, the system considered is transfo rm ed in to the param etric ou tpu t2feedback canon ical fo rm w ith unkow n

h igh2frequency gain sign. To tack le th is situation, N ussbaum gain is inco rpo rated in the adap tive back stepp ing

techn ique. T he tun ing function m ethod is empoyed to design the param eter adap tive law to avo id

overparam etrizat ion. A ll the signals invo lved in the clo sed2loop system are globally un ifo rm ly bounded and

asymp to tic track ing is ach ieved. T he sim ulation resu lt show s the effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言
　　针对带有参数不确定性的非线性系统的自适应

输出反馈控制, 近年来取得了许多重要成果. 对于

一类满足参数输出反馈形式的非线性控制系统,文

献[ 1～ 4 ] 给出了全局的自适应输出反馈控制方案.

但以上方法均假设非线性系统的虚拟控制增益为 1

且高频控制增益的符号已知. 针对一类满足虚拟控

制增益为1及高频控制增益的符号未知的参数输出

反馈系统,文献 [ 5～ 6 ]将N u ssbaum 增益技术融入

自适应Back stepp ing 设计方法,给出了全局的自适

应输出反馈控制结果.

本文针对虚拟控制增益与高频控制增益符号均

未知的参数输出反馈控制系统,通过坐标变换和参

数重定义,将该系统转化为虚拟控制增益为 1 及高

频控制增益的符号未知的参数输出反馈系统, 从而

利用文献[ 6 ]给出的方法设计全局输出反馈控制器.

2　问题描述
　　考虑具有如下形式的带有参数不确定性的非



线性系统:

xαi = bix i+ 1 + Υ0, i (y ) +

　　∑
p

j= 1
Ηj Υj , i (y ) , 1≤ i≤ n - 1,

xαn = bnΒ(y ) u + Υ0, n (y ) +

　　∑
p

j= 1
Ηj Υj , n (y ) ,

y = x 1.

(1)

其中: x = [x 1, x 2,⋯, x n ]T ∈R n为系统状态, u ∈R

为系统的控制输入, y ∈ R 为系统的可测量输出;

Β(y ) ≠ 0与Υj , i (y ) (0≤ j≤ p , 1≤ i≤ n) 为已知的

光滑函数; Η1, Η2,⋯, Ηp 与 b1, b2,⋯, bn 均为未知常参

数, 且bi≠0, 1≤ i≤n ,并假定虚拟控制增益和高频

控制增益的符号,即 sgn (bi) 是未知的.

在只有系统输出可以量测的情况下, 本文的控

制目标是设计输出反馈控制器, 在保证闭环系统所

有信号全局有界的同时, 使系统的输出渐近跟踪给

定的参考信号 y r,并且给定的参考信号满足如下假

设:

假设 1　参考信号 y r及其前 n阶导数已知且有

界,并且 y
(n)
r 分段连续.

3　坐标变换与参数重定义
　　系统 (1) 由于带有未知的虚拟控制增益 b1, b2,

⋯, bn ,因此不能利用已有的结果[3 ] 来设计状态估计

器以估计不可测的状态变量. 本文采用坐标变换与

参数重定义方法将系统 (1) 转化为参数输出反馈形

式.

首先采用如下坐标变换:

ς1 = x 1,

ς i = ∏
i- 1

j= 1
bj x i, 2≤ i≤ n ,

(2)

则系统 (1) 转化为

　　　ςα1 = ς2 + Υ0, 1 (y ) + ∑
p

j= 1
Ηj Υj , 1 (y ) ,

　　　ςα2 = ς3 + Υ0, 2 (y ) b1 + ∑
p

j= 1
Ηj Υj , 2 (y ) b1,

　　　�

　　　ςαn- 1 = ςn + Υ0, n- 1 (y )∏
n- 2

i= 1

bi +

∑
p

j = 1
Ηj Υj , n- 1 (y )∏

n- 2

i= 1
bi,

　　　ςαn = ∏
n

i= 1
biΒ(y ) u + Υ0, n (y )∏

n- 1

i= 1
bi +

∑
p

j = 1
Ηj Υj , n (y )∏

n- 1

i= 1
bi. (3)

然后对转化后的系统 (3) 中的未知参数进行重

定义

Ι1, j = Ηj , Ι1, p + 1 = 0,

Ιi, j = ∏
i- 1

k= 1
bk Ηj , Ιi, p + 1 = ∏

i- 1

k= 1
bk , (4)

其中: 2≤ i≤ n , 1≤ j ≤ p. 则系统 (3) 转化为参数

输出反馈形式

　　　　　ςα= A ς + e1Υ0, 1 (y ) +

enΘΒ(y ) u + 5 (y ) Ι,
　　　　　y = cT ς. (5)

其中: ei为R n 空间的第 i个基向量, Θ= ∏
n

j = 1
bj ,

5 (y ) n×n (p + 1) =

<T
1 0 ⋯ 0

0 <T
2 ⋯ 0

� � ω �
0 0 ⋯ <T

n

,

<i (y ) T = [Υi, 1　Υi, 2　⋯　Υi, p　Υi, 0 ],

ΙT = [ ΙT1　ΙT2　⋯　ΙTn- 1　ΙTn ]1×n (p + 1) ,

A =

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

� � � ω �
0 0 0 ⋯ 1

0 0 0 ⋯ 0

, c =

1

0

�
0

0

.

　　 通过坐标变换 (2) 和参数重定义 (4) , 系统 (1)

转化为比较容易处理的参数输出反馈形式. 下节将

针对转化后的系统进行自适应输出反馈控制器设

计.

4　自适应输出反馈控制设计
　　由于只有系统输出可以量测,故需要对其他状

态变量进行估计. 按照文献[ 3 ] 所提供的方法,首先

构造如下滤波器:

Ν
õ

= A 0Ν+ ky + e1Υ0, 1 (y ) , (6)

.
õ

= A 0. + 5 (y ) , (7)

Τα= A 0Τ+ enΒ(y ) u , (8)

其中,选择增益向量 kT = [k 1　k 2　⋯　k n ] 使得矩

阵A 0 = A - keT
1 为H u rw itz矩阵,即有

PA 0 + A T
0 P = - I , P = P T > 0. (9)

　　定义

Ε= ς - Ν- . Ι - ΘΤ, (10)

易得

Εα= A 0Ε. (11)

由于A 0为H u rw itz矩阵,式 (6) 意味着Ε以指数收敛
到 0.

在以上基础上, 采用递推设计方法进行输出反

馈控制器设计. 该方法包括 n 步.

Step1　定义跟踪误差 z 1 = y - y r,由式 (1)～

(3) 和式 (10) 可得
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　　zα1 = b1x 2 + Υ0, 1 (y ) + ∑
p

j = 1
Ηj Υj , 1 (y ) - yαr =

ς 2 + Υ0, 1 (y ) + ∑
p

j= 1

Ηj Υj , 1 (y ) - yαr =

ΘΤ2 + Ν2 + . (2) Ι + Ε2 +

Υ0, 1 (y ) + 5 (1) Ι - yαr =

ΘΤ2 + Ξ0 + ΞΙ + Ε2 - yαr, (12)

其中: Ξ0 = Υ0, 1 (y ) + Ν2, Ξ = 5 (1) + . (2).

为处理未知的高频控制增益的符号 sgn (Θ) ,由

文献[ 6 ],在镇定函数 Α1 中应用N u ssbaum 增益. 定

义如下镇定函数 Α1:

　Α1 = N (ϑ) (c1z 1 + d 1z 1 + Ξ0 - yαr + ΞΙδ) , (13)

　ϑα= Χz 1 (c1z 1 + d 1z 1 + Ξ0 - yαr + ΞΙδ). (14)

其中: c1, d 1, Χ为正的设计参数; Ιδ为参数 Ι的估计;

N (ϑ) 为具有如下N u ssbaum 特性的光滑函数:

lim
ϑ→+ ∞

sup
1
ϑ∫

ϑ

0
N (s) ds = + ∞,

lim
ϑ→+ ∞

inf
1
ϑ∫

ϑ

0
N (s) ds = - ∞,

lim
ϑ→- ∞

sup
1
ϑ∫

ϑ

0
N (s) ds = + ∞,

lim
ϑ→- ∞

inf
1
ϑ∫

ϑ

0
N (s) ds = - ∞.

常用的N u ssbaum 型函数有: ϑ2co s (ϑ) , ϑ2 sin (ϑ) 和

eϑ2

co s ( (Πö2) ϑ) 等.

定义

z 2 = Τ2 - Α1, (15)

由式 (11)～ (15) ,定义如下L yapunov函数:

V 1 =
1
2

z 2
1 +

1
2

(Ι - Ιδ) T # - 1 (Ι - Ιδ) +

∑
n

j= 1

1
4d j

ΕT P Ε,

其中: d j > 0, # = # T > 0为设计参数. 则有

Vα
1 = [Θ(Α1 + z 2) + Ξ0 + ΞΙ + Ε2 - yαr ]z 1 -

(Ι - Ιδ) T # - 1Ιδ
õ

- ∑
n

j= 1

1
4d j

ΕT Ε=

(ΘN (ϑ) + 1) (c1z 1 + d 1z 1 + Ξ0 -

yαr + ΞΙδ) z 1 - c1z 2
1 - d 1z 2

1 +

(Ι - Ιδ) T # - 1 (# Ξz 1 - Ιδ
õ

) +

Ε2z 1 - ∑
n

j= 1

1
4d j

ΕT Ε+ Θz 1z 2 =

Χ- 1 (ΘN (ϑ) + 1) kα- c1z 2
1 +

(Ι - Ιδ) T # - 1 (# Ξz 1 - Ιδ
õ

) -

(d 1z 2
1 - Ε2z 1 +

1
4d 1

ΕT Ε) -

∑
n

j= 2

1
4d j

ΕT Ε+ Θz 1z 2 ≤

Χ- 1 (ΘN (ϑ) + 1) ϑα- c1z 2
1 +

(Ι - Ιδ) T # - 1 (# Σ1 - Ιδ
õ

) -

∑
n

j = 2

1
4d j

ΕT Ε+ Θz 1z 2, (16)

其中 Σ1 = Ξz 1 为第 1个调节函数.

Step2 - n　与文献[ 3 ] 的设计步骤类似,为节

约篇幅, 在此省略具体的设计步骤而直接给出自适

应输出反馈控制器的设计结果.

u =
1

Β(y ) Αn , (17)

Ιδ
õ

= # Σn , (18)

Θδ
õ

= ΧΘΛn. (19)

其中

　z 1 = y - y r,

　z i = Τi - Αi- 1, i = 2,⋯, n ,

　Α1 = N (k ) (c1z 1 + d 1z 1 + Ξ0 - yαr + ΞΙδ) ,

　Α2 = - Θδz 1 - c2z 2 - d 2 (5Α1

5y )
2
z 2 +

k 2Τ1 +
5Α1

5y
(Ξ0 + ΞΙδ+ ΘδΤ2) +

∑
2

j= 1

5Α1

5y
( j - 1)
r

y
( j )
r +

5Α1

5Ν(A 0Ν+ ky + e1Υ0, 1) +

5Α1

5. (A 0. + 5 ) +

5Α1

5Ιδ# Σ2 +
5Α1

5ϑϑα,

　Αi = - z i- 1 - ciz i - d i (5Αi- 1

5y )
2
z i +

k iΤ1 +
5Αi- 1

5y
(Ξ0 + ΞΙδ+ Τ2Θδ) +

∑
i

j = 1

5Αi- 1

5y
( j - 1)
r

y
( j )
r +

5Αi- 1

5. (A 0. + 5 ) +

5Αi- 1

5Ν (A 0Ν+ ky + e1Υ0, 1) +

∑
i- 1

j = 1

5Αi- 1

5Τj
(- k j Τ1 + Τj ) +

5Αi- 1

5Ιδ # Σi +
5Αi- 1

5Θδ ΧΘΛi +

5Αi- 1

5ϑ ϑα- ∑
i- 1

j= 2
(5Αj

5Ιδ# 5Αi- 1

5y
Ξ +

5Αj

5ΘδΧΘ
5Αi- 1

5y
Τ2) z j ,

　Σ1 = Ξz 1,

　Σi = Σi- 1 -
5Αi- 1

5y
Ξz i, i = 2,⋯, n ,
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　Λ1 = z 1z 2,

　Λi = Λi- 1 -
5Αi- 1

5y
Τ2z i, i = 2,⋯, n.

为分析闭环自适应系统的全局稳定性, 将利用

如下引理:

引理 1[7 ]　设V (õ) 和 ϑ(õ) 为定义在[ 0, tf ) 上

的光滑函数, 其中 V ( t) ≥ 0, Π t ∈ [ 0, tf ) , 并且

N (õ) 为一个光滑的N u ssbaum 型偶函数. 如果下列

不等式成立:

V ( t) ≤ c0 +∫
t

0
(gN (ϑ+ 1) ϑαdΣ, Π t∈ [ 0, tf ) ,

(20)

其中: g 为一非零常数, c0 表示某一适当的常数, 则

V ( t) , ϑ( t) ,∫
t

0
(gN (ϑ+ 1) ϑαdΣ在[ 0, tf ) 上必定有界.

定义如下L yapunov函数:

V =
1
2

z Tz +
1
2

(Ι - Ιδ) T # - 1 (Ι - Ιδ) +

∑
n

j= 1

1
4d j

ΕT P Ε+
1
2

ΧΘ(Θ- Θδ) 2 =

V 1 + ∑
n

j = 2

1
2

z 2
j +

1
2

ΧΘ(Θ- Θδ) 2. (21)

　　 由式 (16)～ (19) , 并参考文献 [ 3 ] 的推导过

程,有

Vα≤ Χ- 1 (ΘN (ϑ) + 1) ϑα- ∑
n

j = 2
cjz

2
j. (22)

　　对式 (22) 进行积分并应用引理 1, 有V ( t) 和

ϑ( t) , 因而 z ( t) , Ιδ, Θδ在[ 0, tf ) 上均是有界的,并且 tf

= ∞. 作为一个中间结果,在[ 0, tf ) 上, z ( t) 是平方

可积的, zα( t) 均是有界的,由Barbala t’s引理可得当 t

→∞时, z ( t) → 0,从而有lim
t→∞

[y - y r ] = 0. 闭环系

统中其他信号的有界性可参考文献 [ 3 ] 的分析过

程. 由坐标变换式 (2) 可知,系统的状态变量 x 的有

界性可由变换后系统的状态变量 ς 的有界性推得.

由以上分析可得如下结论:

定理 1　针对系统 (1) ,经过坐标变换式 (2) 和

参数重定义式 (4) 得到转化后的系统 (5) ,在只有系

统输出可量测的情况下, 通过构造滤波器 (6)～

(8) ,采用自适应Back stepp ing方法设计自适应输出

反馈控制器 (17) 和参数自适应律 (18) , (19) , 可以

使所得的闭环自适应系统的所有信号全局有界并且

使得输出跟踪误差收敛,即lim
t→∞

[y - y r ] = 0.

5　仿真结果
　　考虑如下系统的跟踪问题:

xα1 = b1x 2 + y 2Η,

xα2 = b2u ,

y = x 1,

其中: b1, b2, Η为未知参数,且有 b1 ≠ 0, b2 ≠ 0. 假设

参数 b1, b2的符号是未知的,并且只有系统输出 y 可

以量测.

取坐标变换

ς2 = b1x 2,

可得转化后的系统为

xα1 = ς2 + y 2Η,

ςα2 = b1b2u ,

y = x 1.

　　构造如下滤波器:

Ν
õ

1 = - k 1Ν1 + Ν2 + k 1y ,

Ν
õ

2 = - k 2Ν1 + k 2y ,

.
õ

1 = - k 1. 1 + . 2 + y 2,

.
õ

2 = - k 2. 1,

Τα1 = - k 1Τ1 + Τ2,

Τα2 = - k 2Τ1 + u.

利用第 4 节的方法可得如下自适应输出反馈控制

器:

　　　u = - Θδz 1 - c2z 2 - d 2 (5Α1

5y )
2
z 2 +

k 2Τ1 +
5Α1

5y
(Ν2 + Ηδ(. 2 + y 2) +

ΘδΤ2) + ∑
2

j= 1

5Α1

5y
( j - 1)
r

y
( j )
r +

5Α1

5Ν2
(- k 2Ν1 + k 2y ) +

5Α1

5. 2
(- k 2. 1) +

5Α1

5ΗδΗδ
õ

+
5Α1

5ϑϑα,

　　　ϑα= Χϑz 1 (c1z 1 + d 1z 1 + Ν2 +

(. 2 + y 2) Ηδ - yαr) ,

　　　Ηδ
õ

= Χ1 (. 2 + y 2) (z 1 -
5Α1

5y
z 2) ,

　　　Θδ
õ

= Χ2 (z 1z 2 -
5Α1

5y
Τ2z 2) ,

其中: k 1, k 2, c1, d 1, c2, d 2, Χϑ, Χ1, Χ2为正的设计参数, Θ
= b1b2, z 1 = y - y r, z 2 = Τ2 - Α1, Α1 = N (ϑ) [c1z 1 +

d 1z 1 + Ν2 + (. 2 + y 2) Ηδ - yαr ].

图 1　系统输出 y 和参考信号 y r
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图 2　自适应参数 ϑ和 Nussbaum 增益N (ϑ)

图 3　控制输入 u

　　仿真取b1 = - 6, b2 = 6, Η= 3 (假设未知) ,参考

信号 y r = sin t,初值为 x 1 (0) = 2, x 2 (0) = 0, Ηδ(0) =

0, Θδ(0) = 0, ϑ(0) = 0. N u ssbaum 函数取为N (ϑ) =

ϑ2co sϑ. 仿真结果由图 1～ 3给出. 仿真结果表明了

本文方法的有效性.

6　结　　语
　　对于带有未知虚拟控制增益符号的参数输出反

馈非线性系统,由于未知虚拟控制增益的存在,增加

了构造滤波器用于估计不可量测状态的困难. 本文

采用基于参数的坐标变换和参数重定义将所考虑的

系统转化为参数输出反馈标准形,从而利用文献[ 6 ]

给出的方法, 将N u ssbaum 增益技术融入自适应

Back stepp ing方法中, 给出了一种全局自适应输出

反馈控制方法. 对参数自适应律采用调节函数法,从

而避免了过参数估计. 该方法所设计的自适应输出

反馈控制器可确保闭环系统的所有信号一致有界及

跟踪误差渐近收敛. 本文的结果扩展了全局自适应

输出反馈控制所能解决的非线性系统的种类.
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