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不确定奇异时滞系统的时滞相关H ∞控制
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(鲁东大学 数学与信息学院, 山东 烟台 264025)

摘　要: 研究了一类带有时滞的不确定奇异系统的H ∞控制问题. 利用L yapunov泛函方法和线性矩阵不等式工具,

得到闭环系统正则、渐近稳定且具有H ∞范数界的时滞相关充分条件. 基于相应的线性矩阵不等式可行解,给出奇异

系统的H ∞控制律. 最后的数值例子表明了该方法的有效性.
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Abstract: T he p rob lem of H ∞ con tro l fo r a class of uncerta in singu lar system s w ith tim e2delay is considered. By

m eans of L yapunov function and linear m atrix inequality (LM I) techn ique, a delay2dependen t sufficien t condit ion is

p resen ted to guaran tee that the clo sed2loop system is regu lar and stab le, and satisfies a p rescribed H ∞ no rm 2bounded

constra in t. In term s of so lu tions of LM Is, the H ∞ sta te feedback con tro l law of singu lar system is p resen ted. A n

illustra t ive examp le show s the effectiveness of p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　奇异系统广泛存在于许多工程系统中[1 ] ,而时

滞和不确定性在实际控制系统中又是不可避免的,

因而近年来对时滞不确定奇异系统的研究引起了众

多学者的关注,并取得了丰硕的成果. 文献 [ 2 ]对一

类不确定时滞奇异系统的鲁棒稳定和鲁棒镇定问题

进行了研究,给出了重要的结论. 文献[ 3～ 6 ]则讨论

了时滞奇异系统的状态反馈H ∞ 控制问题, 给出了

H ∞控制器的设计方法. 但他们给出的奇异系统H ∞

控制都是时滞无关的, 与时滞相关H ∞ 控制设计方

案相比, 这些设计方案对许多时滞较小情况下的实

际工程控制系统具有较大的保守性. 目前,未见到不

确定时滞奇异系统的时滞相关 H ∞ 控制器设计方

法.

本文利用L yapunov 泛函方法和线性矩阵不等

式工具 (无需对奇异系统进行转化) , 给出了奇异系

统H ∞ 控制问题有解的充分条件, 并给出了相应的

基于线性矩阵不等式的时滞相关控制器的构造方

法.

2　问题描述
　　考虑如下时滞不确定奇异系统:

E xα( t) = (A + ∃A ( t) ) x ( t) + (A 1 +

　 　　　∃A 1 ( t) ) x ( t - Σ) + B u ( t) + D w ( t) ,

z ( t) = Cx ( t) + E 1u ( t) + E 2w ( t) ,

x ( t) = Υ( t) , t∈ [ - d , 0 ]. (1)

其中: x ( t) ∈R n , u ( t) ∈R m ,w ( t) ∈R m , z ( t) ∈R m



分别为系统的状态、控制输入、外部干扰和被控输出

向量,并且w ( t) ∈L 2 [ 0, + ∞). E ,A ,A 1,B ,D , C ,

E 1, E 2 分别为具有适当维数的常数矩阵, 且 rankE

≤ n. ∃A , ∃A 1 为系统的不确定项, 假设具有以下范

数有界不确定形式:

[∃A 　∃A 1 ] = H F ( t) [N 　N 1 ]. (2)

其中: H ,N ,N 1 是已知的适维常数矩阵; F ( t) 是未

知L ebesgue可测函数矩阵,满足 F T ( t) F ( t) ≤ I. 系

统状态时滞Σ为定常不确定且有界的正数,满足0 <

Σ≤ d , d 为已知正常数. Υ( t) ∈ 0[ - d , 0 ]为已知的

相容初始函数.

设计系统 (1) 的状态反馈H ∞ 控制律为

u ( t) = K x ( t) , K ∈R m×n , (3)

即对给定 Χ> 0,在状态反馈 (3) 下,系统 (1) 满足:

1) 闭环系统在w ( t) = 0时解存在唯一,并且是

渐近稳定的.

2) 从外部干扰w ( t) 到被控输出 z ( t) 的传递函

数Gw z (s) 的H ∞ 范数不超过给定的正常数 Χ, 或者

‖z ( t)‖2 ≤ Χ‖w ( t)‖2. 这 里 ‖z ( t)‖2
2 =

∫
∞

0
z T ( t) z ( t) d t.

由控制律 (3) 和奇异系统 (1) 构成的闭环系统

为

E xα( t) = (Aϖ + B K ) x ( t) + Aϖ1x ( t - Σ) + D w ( t) ,

z ( t) = (C + E 1K ) x ( t) + E 2w ( t). (4)

其中

Aϖ = A + ∃A ( t) ,

Aϖ1 = A 1 + ∃A 1 ( t).

　　定义 1[2 ]　设 E ,A 同为 n 阶方阵,对于标量 s,

如果行列式 det (sE - A ) 不恒等于零, 则称 (E ,A )

是正则的.

引理 1[7 ]　如果 (E ,A ) 是正则的, 则时滞奇异

系统

E xα( t) = A x ( t) + A 1x ( t - Σ) ,

x ( t) = Υ( t) , t∈ [ - d , 0 ], (5)

满足相容初始条件的函数 Υ( t) 的解存在唯一.

引理 2　若存在矩阵 P ,满足不等式

P TA + A T P < 0,

则 (E ,A ) 是正则的.

证明　若 P TA + A T P < 0成立,则可得A 为

可逆矩阵,令 s充分小,则有 det (sE - A ) ≠ 0,从而

(E ,A ) 为正则的. □

引理 3[8 ]　对于任意 n维向量 x , y ,任意 n阶对

称正定矩阵R ,有

2x T y ≤ x TR - 1x + y TR y

成立.

引理 4[9 ]　设 x ( t) 为 R n 上具有连续一阶导数

的向量函数, 则对任意M 1,M 2 ∈ R n×n , 任意对称正

定矩阵R ,满足不等式

-∫
t

t- Σ
xαT (s)R xα(s) ds≤

ΝT ( t)
M T

1 + M 1 - M T
1 + M 2

3 - M T
2 - M 2

Ν( t) +

d ΝT ( t)
M T

1

M T
2

R - 1 [M 1　M 2 ]Ν( t).

其中

ΝT ( t) = [x T ( t)　x T ( t - Σ) ].

　　引理5 [10 ]　给定适当维数的实数矩阵2 , H ,L ,

其中 2 为对称矩阵,则

2 + H F T ( t)L + L TF ( t)H T < 0,

F T ( t) F ( t) ≤ I

成立的充分必要条件为存在正数 Ε,使得

2 + ΕL TL + Ε- 1H H T < 0

成立.

3　主要结果
　　定理 1　对时滞不确定奇异系统 (1) 和给定的

正常数 Χ,如果存在控制律 (3) ,对称正定矩阵Q , R ,

n×n矩阵P ,适当维数矩阵M 1,M 2以及对所有满足

F T ( t) F ( t) ≤ I的不确定矩阵F ( t) ,有如下矩阵不等

式:

E T P = P T E ≥ 0, (6)

(Aϖ + B K ) T P + P T (Aϖ + B K ) < 0, (7)

Z - M T
1 + M 2

P TD + (C +

E 1K ) TE 2

3 - Q - M 2 - M T
2 0

3 3 - Χ2 I + E T
2 E 2

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

dM T
1 d P TAϖ1 (C + E 1K ) T

dM T
2 0 0

0 0 0

- dR 0 0

3 - dR 0

3 3 - I

< 0 (8)

成立. 其中

Z = P T (Aϖ + B K + Aϖ1) + (Aϖ + B K +

Aϖ1) TP + Q + M 1 + M T
1 ,

则控制律 (3) 是系统 (1) 的时滞依赖H ∞控制律.

证明　由引理 1和引理 2,若不等式 (7) 成立,

则当w ( t) = 0时,闭环系统 (4) 的解存在唯一. 下面
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首先证明闭环系统 (4) 的解是渐近稳定的.

利用变换

x ( t - Σ) = x ( t) -∫
t

t- Σ
xα(s) ds,

闭环系统 (4) 变为

E xα( t) = (Aϖ + B K + Aϖ1) x ( t) -

　 　　　Aϖ1∫
t

t- Σ
xα(s) ds + D w ( t) ,

z ( t) = (C + E 1K ) x ( t) + E 2w ( t). (9)

由于奇异系统 (1) 的解是奇异系统 (9) 的解,因而系

统 (9) 的渐近稳定性可以保证原系统 (1) 的渐近稳

定性. 对奇异系统 (9) 考虑如下L yapunov泛函:

V (x ( t) ) = x T ( t) P TE x ( t) +∫
t

t- Σ
x T (s)Q x (s) ds,

其中Q 为对称正定矩阵. 求V (x ( t) ) 沿系统 (9) 的解

轨线的导数为

Vα(x ( t) ) =

x T ( t) [P T (Aϖ + B K + Aϖ1) + (Aϖ + B K +

Aϖ1) T P + Q ]x ( t) - x T ( t - Σ)Q x ( t - Σ) +

2x T ( t) P TD w ( t) -∫
t

t- Σ
2x T ( t) P TAϖ1xα(s) ds.

由引理 3,并应用引理 4,上式最后一项有

-∫
t

t- Σ
2x T ( t) P TAϖ1xα(s) ds≤

d x T ( t) P TAϖ1R
- 1AϖT

1 P x ( t) +

ΝT ( t)
M T

1 + M 1 - M T
1 + M 2

3 - M T
2 - M 2

Ν( t) +

d ΝT ( t)
M T

1

M T
2

R - 1 [M 1　M 2 ]Ν( t).

这里 Ν( t) 由引理 4 给出, 经进一步整理, 可得

V (x ( t) ) 沿系统 (9) 解轨线的导数为

Vα(x ( t) ) ≤

ΝT ( t)
U - M T

1 + M 2

3 - Q - M T
2 - M 2

+

d
M T

1

M T
2

R - 1 [M 1　M 2 ] Ν( t) + 2x T ( t) P TD w ( t) ,

(10)

其中

U = P T (Aϖ + B K + Aϖ1) + (Aϖ + B K + Aϖ1) TP +

Q + M 1 + M T
1 + d P TAϖ1R

- 1AϖT
1 P.

　　由矩阵的 Schu r 补引理, 若矩阵不等式 (8) 成

立,利用不等式 (10) ,当w ( t) = 0 时有Vα(x ( t) ) <

0. 根据L yapunov定理,闭环系统 (4) 的解是内部渐

近稳定的.

其次证明系统 (1) 满足H ∞范数界 Χ,在零初始

条件下,即x ( t) ≡0, t∈ [ - d　0 ],对给定的Χ> 0,

引入泛函 J =∫
∞

0
[z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) ]d t. 利

用构造的L yapunov泛函V (x ( t) ) 和零初始条件,对

任意的非零w ( t) ∈L 2 [ 0, + ∞) ,有

J ≤∫
∞

0
[z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) + Vα(x ( t) ) ]d t.

将不等式 (10) 代入上式被积函数中,得到

z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) + Vα(x ( t) ) ≤

ΝT ( t)
8 - M T

1 + M 2

3 - Q - M T
2 - M 2

+

d
M T

1

M T
2

R - 1 [M 1　M 2 ] Ν( t) +

2x T ( t) [P TD + (C + E 1K ) T E 2 ]w ( t) +

w T ( t) [ - Χ2 I + E T
2 E 2 ]w ( t) ,

其中

8 = P T (Aϖ + B K + Aϖ1) + (Aϖ + B K + Aϖ1) T P +

Q + M 1 + M T
1 + d P TAϖ1R

- 1AϖT
1 P +

(C + E 1K ) T (C + E 1K ).

根据矩阵的 Schu r 补引理,若矩阵不等式 (8) 成立,

则有

z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) + Vα(x ( t) ) < 0,

从而J ≤0,即有‖z ( t)‖2≤Χ‖w ( t)‖2. 由于定理

1条件中含有时滞界 d ,所以控制律 (3) 是奇异系统

(1) 的时滞相关H ∞控制律. □

以下将去掉定理 1条件中的不确定矩阵 F ( t) ,

并且将定理 1 中的不等式转化为线性矩阵不等式,

从而可以求出控制器增益矩阵 K. 令

5 =

Y - M T
1 + M 2

P TD + (C +

E 1K ) T E 2

3 - Q - M T
2 - M 2 0

3 3 - Χ2 I + E T
2 E 2

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

dM T
1 d P TAϖ1 (C + E 1K ) T

dM T
2 0 0

0 0 0

- dR 0 0

3 - dR 0

3 3 - I

,

其中

Y = P T (A + B K + A 1) + (A + B K +

A 1) TP + Q + M 1 + M T
1.

　　由引理 5并应用Schu r补引理,不等式 (8) 成立

当且仅当存在正数 Ε,使得如下矩阵不等式成立:
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L - M T
1 + M 2

P TD + (C +

E 1K ) TE 2

3 - Q - M T
2 - M 2 0

3 3 - Χ2I + E T
2 E 2

3 3 3
3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

　←

dM T
1 d P TA 1 (C + E 1K ) T (N + N 1) T

dM T
2 0 0 0

0 0 0 0

- dR 0 0 0

3 - dR 0 dN T
1

3 3 - I 0

3 3 3 - ΕI

< 0,

(11)

其中

L = P T (A + B K + A 1) + (A + B K + A 1) T P +

Q + M T
1 + M 1 + ΕP TH H TP.

　　由不等式 (7) ,矩阵 P 可逆. 对不等式 (11) 左边

矩阵分别左乘和右乘矩阵

diag{P - T　P - T　I　ΘP - T　ΘP - T　I　I },

及

diag{P - 1　P - 1　I　ΘP - 1　ΘP - 1　I　I }.

其中: P - T 表示 P - 1 的转置, Θ= d - 1. 并且记

Pϖ = P - 1, Rϖ = P - TR P - 1, Qϖ = P - TQ P - 1,

M{ 1 = P - TM 1P - 1,M{ 2 = P - TM 2P - 1, W = K P - 1,

得矩阵不等式 (11) 等价于如下矩阵不等式:

2 - M{ 1 + M{ 2

D + PϖTC T E 2 +

W T E T
1 E 2

3 - Qϖ - M{ T
2 - M{ 2 0

3 3 - Χ2 I + E T
2 E 2

3 3 3
3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

M{ T
1 A 1Pϖ

PϖTC T +

W TE T
1

PϖT (N + N 1) T

M{ T
2 0 0 0

0 0 0 0

- ΘRϖ 0 0 0

3 - ΘRϖ 0 PϖTN T
1

3 3 - I 0

3 3 3 - ΕI

< 0.

(12)

其中

2 = (A + A 1) Pϖ + BW + PϖT (A + A 1) T +

W TB T + Qϖ + M{ T
1 + M{ 1 + ΕH H T.

相应地, 矩阵不等式 (6) , (7) 成立分别等价于如下

线性矩阵不等式:

PϖT E T = E Pϖ≥ 0, (13)

PϖTA T + W TB T +

A Pϖ + BW + ΕH H T
PϖTN T

3 - ΕI

< 0 (14)

成立. 综上所述,可得:

定理 2　对不确定奇异时滞系统 (1) 和给定的

正常数 Χ,若存在对称正定矩阵 Rϖ,Qϖ,以及适当维数

矩阵Pϖ,M{ 1,M{ 2,W 和正常数Ε,使得线性矩阵不等式

(12)～ (14) 成立,则 u ( t) = W Pϖ- 1x ( t) 是奇异系统

(1) 的一个时滞相关H ∞ 控制律.

进一步,通过求解以下优化问题:

m in Χ,

s. t. 不等式 (12) , (13) , (14) 成立, (15)

可以得到使奇异系统 (1) 的H ∞ 范数界 Χ最小的最
优状态反馈H ∞ 控制律.

4　仿真示例
　　考虑时滞不确定奇异系统 (1) ,其中

E =
1 0

0 0
, A =

- 1 0. 3

0. 2 - 0. 5
,

A 1 =
- 0. 2 0

- 0. 1 0. 2
, B =

1

1
, D =

0. 1

0. 1
,

C = [ 0. 2　0. 3 ], E 1 = 1, E 2 = 0,

H =
0. 1 0

0 0. 1
, N =

1 1

0 1
, N 1 =

1 0

1 1
.

取时滞界 d = 1,利用M atlab软件LM I工具箱求解

优化问题 (15) ,得到干扰抑制

Χm in = 1. 859 1× 10- 5,

及

Pϖ =
9. 135 2 0

0. 098 7 6. 807 6
× 107,

W = [ - 1. 856 6　 - 2. 042 3 ] × 107,

从而得到时滞不确定奇异系统 (1) 的最优状态反馈

H ∞控制律

u ( t) = [ - 0. 2　 - 0. 3 ]x ( t).

可进一步应用M atlab 软件LM I工具箱m incx () 求

得优化问题 (15) 的范数较小的LM Is矩阵解.

5　结　　语
　　本文利用L yapunov 泛函方法和线性矩阵不等

式工具讨论了不确定时滞奇异系统的时滞相关H ∞

控制问题,无需对奇异系统进行转化,直接利用基于

LM I的时滞相关充分条件,得到奇异系统的H ∞控
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制律. 进一步可利用M atlab 软件LM I工具箱求得奇

异系统的最优H ∞控制律. 本文的结果容易推广到

输出方程存在不确定的情形.
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5　结　　语
　　采用公共李雅普诺夫函数方法研究了输入存在

饱和特性时参数不确定性切换系统的状态反馈镇

定,构造了随机梯度算法用于求解反馈控制律. 该

算法依概率收敛到某个可行解. 需要说明的是,设计

饱和控制器时,若想获得较大的不变集,则不变集可

能包含部分饱和区,待解不等式会变为非凸,此时饱

和控制器的设计问题有待进一步研究.
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