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基于解构造图拆分的并行蚁群算法
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(浙江大学 a. 工业控制技术国家重点实验室, b. 智能交通交叉研究中心, 杭州 310027)

摘　要: 应用蚁群优化算法求解复杂大规模多阶段决策问题时,其计算量会随着阶段数和各阶段离散化容许决策集

合规模的增加成指数增长,造成无法在单PC 中进行计算. 针对这一问题,提出了基于解构造图拆分的并行蚁群算法.

该算法通过应用并行计算技术,将解构造图拆分成若干块,把每一块的计算任务放置在不同的 PC 上并行执行,互相

合作完成整个计算任务. 经实验验证,这种算法可以快速有效地进行问题的求解.
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Abstract: To the p rob lem that the computing capacity of an t co lony op tim ization algo rithm is exponen tia lly increased

w hen the stage num ber and decision variab le dim ension of comp lex m ult i2stage decision p rob lem are increasing and

can no t be computed by a single PC, a parallel an t co lony op tim ization algo rithm based on the construction graph

decompo sit ion is p resen ted. T he p ropo sed algo rithm decompo ses the construction graph in to som e parts and each

part is p laced on differen t PC. T he w ho le computation task is accomp lished by m utual cooperation in the PC s w h ich

jo in in the computation. Experim ent resu lt show s that the p rob lem can be so lved effectively and the computation

efficiency is inp roved.
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1　引　　言
　　大量的复杂系统优化决策和最优控制问题都可

以用多阶段决策问题的数学形式[1 ]来描述,如计算

机广域网路由控制问题、柔性制造系统生产调度问

题、智能交通系统协调优化问题等等. 文献 [ 2 ]指出

由于这类问题自身的复杂性,使得动态规划、遗传算

法等经典求解方法难以实际应用,并针对具有目标

函数可加性和单调性的复杂多阶段动态决策问题,

在文献[ 3, 4 ]的基础上提出了多阶段动态决策的蚁

群优化 (A CO )算法. 文献 [ 5, 6 ]又将其应用到城域

交通实时信号灯控制优化中,取得了理想的效果.

但随着阶段数和各阶段离散化容许决策集合的

规模不断增加,解构造图的规模以及蚂蚁在其中生

成解的计算量呈指数增长的趋势,造成无法使用单

PC 进行计算. 显然,以局域网方式互连的、基于消息

传递[7, 8 ] (M P I)的并行计算是解决这一问题的有效

且可行的手段. 文献[ 9, 10 ]中提出了一种基于蚂蚁

的并行蚁群优化 (PA CO )算法,该算法首先在参与

并行计算的每台PC 上建立相同的解构造图,然后让

若干只蚂蚁同时在不同的PC 上进行解的搜索,每次

搜索完毕后需要对不同PC 上的信息素进行同步更

新,通过蚂蚁的不断搜索给出最终的解. 基于蚂蚁的



并行蚁群算法虽然可以提高运算速度,但在每台PC

上的解构造图的规模和蚂蚁在其中生成解的计算量

与原有的保持一致,仍无法解决上述问题.

为解决该问题,本文提出了一种基于解构造图

拆分的PA CO 算法. 该算法首先将解构造图拆分成

若干块,然后让每一块的计算任务放置在不同的PC

上并行执行,以互相合作的方式完成整个计算任务.

通过层状构造图的拆分,降低了每台PC 上层状构造

图的规模和蚂蚁在其中进行解搜索的计算量; 而不

同 PC 并行执行计算,又提高了算法的计算速度. 以

一个多变量非线性时变的最优控制问题为例,对该

算法进行了仿真计算,给出了相应的仿真结果. 实验

表明,该算法具有较好的并行加速比,能够快速有效

地进行问题的求解.

2　多阶段动态决策的蚁群优化算法
　　多阶段决策问题的数学定义为

m in {J (N ) = F [x (0) , so,N ]}, (1)

s. t. x ( t + 1) = f [x (0) , s0, t+ 1 ], (2)

　　s0, t+ 1 = {u (0) , u (1) ,⋯, u ( t) }, (3)

　　x (0) = x 0, (4)

　　x ( t) ∈X ( t) Α R n , (5)

　　u ( t) ∈U ( t) Α R r. (6)

式中: t = 0, 1,⋯,N - 1; J (N ) 为目标函数值; F 为

目标函数; x ( t) 为状态变量; X ( t) 为容许状态集合;

u ( t) 为决策变量; U ( t) 为容许决策集合; s0,N 为问题

的一个全过程策略,简称策略, s0, t+ 1 为其子策略; 方

程 (2) 称为状态转移方程, f 为状态转移函数, t + 1

阶段的状态是由初始状态 x 0和子策略 s0, t+ 1决定的.

当 F 或 f 具有强非线性或难以解析表达, X 或U 为

高维复杂拓扑空间时, 称其为复杂多阶段动态决策

问题.

A CO 算法是一种基于显式表达解空间的启发

式搜索方法, 通过将优化问题的解分解成一系列的

解构造块, 并将这些解构造块映射成解构造图中的

节点, 从而可以用解构造图来描述优化问题的解空

间. 蚂蚁在解构造图中根据连接上存储的信息,以随

机方式逐步选择各个解构造块产生新的候选解, 然

后将对解的评价结果以信息素的形式释放到连接

上,以引导其他蚂蚁的进一步搜索. 所以,在A CO 算

法中, 蚂蚁是通过在解构造图上逐步选择解构造块

生成解的方式实现对解空间的搜索.

将一个具体的优化问题转换成式 (1)～ (6) 所

描述的抽象数学模型后, 考虑到蚂蚁是通过一个多

阶段决策过程来产生候选解的, 因此可将优化问题

的解构造块集合按此多阶段决策过程划分成各个阶

段的构造块集合. 一个阶段的构造块集合映射成一

层节点,整个解构造图由多层节点构成. 假设优化问

题的所有解都是由N 个构造块组成,对于解的构造

块个数不等的优化问题,可在 Y 中定义一个特殊的

构造块 su (即单位构造块) , 加上该构造块并不产生

新的可行部分解. 这样便把优化问题转换成具有N

阶段的多阶段决策问题, 每个阶段的构造块集合为

Y ( t) , s i = (s0
i , s1

i ,⋯, sn ii ) 为解空间中的一个解, st
i 为

解 si中的一个构造块,且 st
i∈Y ( t). 将各阶段Y ( t) 中

的元素与解构造图中的节点一一对应,有

Ω: st
i ∈ Y ( t) ∴v t

i ∈V t. (7)

　　该映射导出了如图 1所示的层状解构造图,称

其中每一水平层的节点为决策层, 对应某阶段离散

化容许决策集合. V t为第 t层的节点集合, v t
i 为该层

的第 i个节点. 在该层状解构造图中,蚂蚁从初始节

点 v 0 出发, 重复地选择上一层某个节点, 最终形成

一条路径{v 0, v 0
n0 ,⋯, v t

n t
,⋯, vN - 1

nN - 1}, n t 为第 t 阶段选

择的节点序号,该路径对应一个可行解. 由于蚂蚁是

逐个阶段地选择构造块以产生候选解的, 故只需定

义相邻层节点之间的连接, 即 e (v t- 1
i , v j

i ). 其他的具

体描述参见文献 [ 2, 6 ]. 在单 PC 机中, 上述算法是

以串行的方式完成计算任务的, 在下文中又称之为

串行的蚁群优化 (SA CO ) 算法.

图 1　层状解构造图

3　基于解构造图拆分的 PACO 算法
　　 文献[ 6 ] 中指出, 当各阶段离散化容许决策集

合的规模为 q r 时, SA CO 算法的总计算量为

O (CM N qr). 其中: r为每个阶段决策变量的维数,M

为蚂蚁的个数, C 为每只蚂蚁迭代的次数,N 为多阶

段决策问题的阶段数. 可见蚂蚁构造一个解的计算

量和层状解构造图的规模是随着 r呈指数增长, 随

着 C ,M ,N 呈线性增长,可见当 r, C ,M ,N 较大时,

在单 PC 中是无法运行该算法的, 而并行计算正是

解决这一问题的有效手段.

3. 1　解构造图的拆分

由于 SA CO 算法的解构造图是呈层状分布的,

根据这一特点,可以对解构造图进行层状拆分. 如图

2所示,以图 2 (a) 中实心的节点为分界点,称这些实
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心节点所在的层为分界层, 将原有的层状解构造图

拆分成两个部分, 即图 2 (b) 和图 2 (c). 如果将图

2 (b) 和 2 (c) 所示的层状解构造图放置在两台 PC

上, 显然这两台 PC 可以在同一时刻运行相应的蚁

群优化算法, 实现部分解的搜索. 据此, 可将 SA CO

算法转变成为 PA CO 算法.

图 2　解构造图拆分示意图

在进行层状解构造图拆分时应保证各台 PC 上

部分层状解构造图的规模是基本一致的,即各台 PC

上的层数是基本相同的, 从而确保每台 PC 上的计

算量是基本平衡的. 现假定参与并行计算的 PC 数

为 P ,每台 PC分别标为第 1, 2,⋯, P ,给出如下的层

状解构造图拆分算法:令

Z = M od ( (N + P - 1) öP ) ,

If (Z = 0) :

g i = (N + P - 1) öP , 1≤ i≤ P ,

If (Z ≠ 0) :

g i = F loo r ( (N + P - 1) öP ) + 1, 1≤ i≤ Z ;

g i = F loo r ( (N + P - 1) öP ) , Z < i≤ P. (8)

其中: g i 为各 PC 上层状解构造图的层数,M od 为取

余数函数, F loo r 为向 - ∞方向取整函数. 以N =

10, P = 2为例,第 1台 PC上的层数为 6,第 2台 PC

上的层数为 5,即分界层为第 5层,蚂蚁在第 1台 PC

上进行从第 0层到第 5层部分解的搜索,蚂蚁在第 2

台 PC 上进行从第 5层到第 9层部分解的搜索.

3. 2　PACO 算法

下面以两台 PC,m 只蚂蚁迭代 1次为例,给出

图 3　并行蚁群算法示意图

具体的 PA CO 算法 (如图 3所示) :

Step 1: A 和B两机根据层状解构造图拆分算法

建立各自的层状解构造图,分别如图2 (b) 和2 (c) 所

示.

Step 2: 蚂蚁 1在A 机上进行搜索,即蚂蚁 1在

第 0层和第 t层之间展开搜索,此时B机上不进行任

何计算;当蚂蚁 1在A 机上搜索完毕后,将携带在B

机上运算所需的信息,通过局域网传送到B 机上.

Step 3: 蚂蚁 1在B 机上展开第 t层到第N - 1

层的搜索; 此时由于A 机空闲, 可以产生新的蚂蚁

(蚂蚁 2) ,让其展开第 0层到第 t层的搜索.

Step 4: 重复 Step 3, 直到所有的蚂蚁均搜索过

一次.

Step 5: B 机上根据所有蚂蚁的搜索结果构建信

息数更新数据, 并将这些数据以广播的方式传递到

A、B 两机上. 广播以后,A 和B 两机各自根据信息数

更新数据更新层状解构造图.

Step 6: A 和B 两机更新完层状解构造图,代表

m 只蚂蚁迭代完 1次, 并更新了解结构图上的信息

素. A 和B 两机将停止优化算法的搜索,在B机上给

出最终的搜索结果, 若要在A 机上显示, 可将上述

结果传送回A 机上.

算法的并行性主要体现在以下两点: 1) 两只蚂

蚁可以在相同的时间间隔内在两台 PC 上进行搜

索. 2) 两台 PC 上的层状解构造图的更新是在同一

时间间隔内完成的. 可见通过采用并行计算技术,根

据解构造图拆分的原理, 将原来十分集中的计算任

务和较大的内存需求分配到参与计算的各台 PC

上,既减少了对计算能力和内存的需求,又提高了计

算速度. 同理可以将 PA CO 算法由两台 PC 的情况

推广到用若干台 PC 进行计算的情况. 对于m 只蚂

蚁迭代C 次的情况,可以通过重复 Step 1～ Step 5 C

次,然后通过 Step 6 来结束优化算法的搜索并获得

最终的结果.

4　仿真实验和分析
4. 1　仿真实验

下面给出仿真实验环境: 100 M 的局域网,网络

非饱和的情况下,参与并行计算的 PC 配置一致 (单

CPU , CPU 为 1. 7M hz,内存为 512M ) ,编程语言为

C 语言,数据通讯 (包括数据传送和数据广播) 采用

M P I实现. 考虑如下多输入、连续、非线性、时变动

态系统的最优控制问题:

J (N ) = ∑
N - 1

t= 0
{ûco s[Πx 1 ( t) x 2 ( t) ö2 ]û +

　　　 u 2
1 ( t) + u 2

2 ( t) }, (9)
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x 1 ( t + 1) = ( t + 1) sin [Πx 1 ( t) ö2 ] + x 2 ( t) u 1 ( t) ,

(10)

x 2 ( t + 1) = ( t + 1) x 1 ( t) co s[Πx 2 ( t) ö2 ] + u 2 ( t) ,

(11)

ûu 1 ( t) û ≤ 1; ûu 2 ( t) û ≤ 1; t = 0, 1,⋯,N - 1.

上述最优控制问题的目标函数具有可加性和马尔可

夫性,因此可以定义连接的局部启发信息为

Γ(v t- 1
i , v j

i ) =

F Γö{ûco s[Πx 1 ( t + 1) x 2 ( t + 1) ö2 ]û +

u 2
1 ( t) + u 2

2 ( t) },

其中: Γ(v t- 1
i , v j

i ) 为连接 (v t- 1
i , v j

i ) 的局部启发信息,

F Γ为调节系数,这里取为 1;设蚂蚁搜索到的一条路

径 s = {u (0) , u (1) ,⋯, u (N - 1) },连接 (v t- 1
i , v j

i ) 在

该路径上, 则该连接添加的信息数值为 ∃Σij (k ) =

F ΣöJ (N ) ûs, J (N ) ûs为在路径 s下的目标函数值, F Σ

为调节系数,此处取 10.

设N = 10, x 1 (0) = 0, x 2 (0) = 0,决策变量采

用均匀离散化方法,并令 u1 和 u 2 的离散阶段数为 q

= 200 (即精确到 0. 01,每层有 2002个节点) ,参与迭

代的蚂蚁个数为 20. 分别采用基于解构造图拆分的

PA CO 算法 (P = 2) 和SA CO 算法对问题进行求解,

各进行 100次仿真计算,并且每次各迭代 150次,其

结果如表 1 所示. 实验表明, 两者的结果是接近的,

从而验证了算法的正确性. 实验中, 当N ≥ 212,

SA CO 算法在单PC上就无法执行,而并行蚁群算法

可以通过不断增加 PC 解决这一问题.

表 1　100次仿真结果比较

算法类型
最好解的

目标函数值 3

解的平均

目标函数值

SA CO 5. 78 6. 67

PA CO 5. 79 6. 71

　　　注: 3 为 100次仿真结果中最好的解.

对基于解构造图拆分的 PA CO 算法 (P = 2) 的

具体实现给出如下几点说明:

1) SA CO 算法中的一条路径 s将被分成两个部

分,即

sA = {u (0) , u (1) ,⋯, u ( t) },

sB = {u ( t) , u ( t + 1) ,⋯, u (N - 1) },

称 sA 和 sB 为部分路径或部分解.

2) 在A 机上需要记录下每只蚂蚁的编号和其

搜索过的部分路径; 在B 机上不仅需要记录上述数

据,还需要记录每只蚂蚁最终获得的目标函数值.

3) 根据局部启发信息和添加的信息数的定义,

A 机向B 机传送的数据包括:蚂蚁的编号;蚂蚁在A

机分界层上所选择的节点编号 (由于分界层同时存

在于A 和B 两机上,B 机可以根据节点编号,将这只

蚂蚁放置在B 机的分界层上,从而保证蚂蚁在B 机

分界层上从与A 机分界层上相同的位置展开搜

索) ; 蚂蚁根据A 机上的部分路径计算得到的部分

目标函数值 J (N ) ûsA (J (N ) ûsA 与B 机上部分目标

函数值 J (N ) ûsB 相加可以获得目标函数值

J (N ) ûs).

4) B 机上广播的信息数更新数据包括: 每只蚂

蚁的编号; 每只蚂蚁的目标函数值 J (N ) ûs. 在A 和

B 两机上首先根据信息数更新数据中每只蚂蚁的编

号,从记录中找出其搜索过的部分路径;然后根据目

标函数值计算出信息数添加值 ∃Σij (k ) ; 最后部分路

径将根据这一值对信息数进行如下更新:

Σij (k + 1) = (1 - Θ) Σij (k ) + Θ∃Σij (k ) ,

其中 Θ为信息素的挥发系数,取[ 0, 1 ] 之间的值.

4. 2　仿真分析

并行加速比是评价并行算法性能的重要指标,

它的定义为

S p = T söT p ,

式中: T s 表示用 1个处理器串行求解某个计算问题

所需的时间, T p 是用 P 个处理器并行求解该问题所

需的时间. 如果并行计算中任务是平均分配的,则根

据这一定义, 可以获得基于解构造图拆分的 PA CO

算法理论加速比,即
M C (T ss + T su)

C [ (P + M - 1) T ssP + M T suP + (P + M - 2) tT + tB ]
.

(12)

式中: T ss 表示一只蚂蚁搜索一次解所需的时间; T su

表示一只蚂蚁更新层状解构造图一次所需的时间;

tT 表示数据传送一次所需的时间; tB 表示数据广播

一次所需的时间; T ssP = T ssöP 表示用 P 台 PC 进行

并行计算, 每台 PC 上一只蚂蚁搜索一次部分解所

需的时间; T suP = T suöP 表示用 P 台 PC进行并行计

算, 每台 PC 上一只蚂蚁更新部分层状解构造图一

次所需的时间. 从实验中,可知本例中 tT≈ 2 m s, tB

≈ 2× (P - 1) m s, T ss≈ 5×N m s, T su≈ 1×N

m s. 式 (12) 可以转化为

1
5

6M
+

1
P

-
5

6PM
+

2 (P - 1)
3N M

+
M - 1

3N M

.

(13)

从式 (13) 可知, C 与加速比无关;如果 P 和N 一定,

M 趋向于 + ∞时,加速比为 3N P ö(3N + P ) ;如果

P 和M 一定,N 趋向于+ ∞时,加速比为6PM ö(5P

+ 6M - 5) ;如果N 和M 一定, P 趋向于 + ∞时,

加速比为 0,但在局域网内一般 PC 的数量都是有限

的,并且在算法的实际应用中,N M 一般会大于 P ,
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因此加速比为 0的情况一般不会出现.

在仿真实验中,取C = 150,N = 11, P = 2,M

分别取 10, 20,⋯, 100,可得如图 4 (a) 所示的实际加

速比曲线;取C = 150,M = 20, P = 2,N 分别取11,

21, 31,⋯, 91, 可得如图 4 (b) 所示的实际加速比曲

线; 取C = 150,M = 20,N = 100, P 分别取 2, 3, 4,

⋯, 10,可得如图 4 (c) 所示的实际加速比曲线. 从图

4中可以看出: 1) 由各曲线的走势来看,实验结果和

理论分析基本上是一致的. 如从图 4 (a) 曲线的走势

可以看出,当N 和P 一定时,随着M 的不断增大,加

速比会达到一个最大值. 2) 基于解构造图拆分的

PA CO 算法适合进行较大粒度的计算 (即N ,M 较大

时,不断增大 P 会提高加速比,而当 P 一定时,增大

N 或M 也能提高加速比). 但是, 由于受到每台 PC

计算能力的限制, 每台 PC 有最大可计算层数的限

制, 如本例中要求保证每台 PC 上的层数不超过

212.

(a)　C = 150,N = 11, P = 2,M = 10, 20,⋯, 100

(b)　C = 150,M = 20, P = 2,N = 11, 21,⋯, 91

(c)　C = 150,M = 20,N = 100, P = 2, 3,⋯, 10

图 4　加速比曲线

5　结　　语
　　本文通过引入并行计算技术,根据解构造图呈

层状分布的特性,通过对层状解构造图的拆分,将原

来十分集中的计算任务和较大的内存需求分配到参

与并行计算的各台PC 上,从而解决了多阶段动态决

策的A CO 算法中随阶段数和各阶段离散化容许决

策集合的规模不断增加,解构造图的规模以及蚂蚁

在其中生成解的计算量均成指数增长这一问题. 此

外通过一个具有详细实验过程的仿真实例,验证了

基于解构造图拆分的并行蚁群算法的正确性. 在实

验中又获得了比较理想的加速比曲线,证明了应用

该算法可以以较快的计算速度进行问题求解,并指

出了基于解构造图拆分的PA CO 算法是一种适合较

大粒度计算的算法.
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而

Fϖ11 = diag (F 11, F 13, F 31, F 33) ,

Fϖ12 = diag (F 12, F 32) ,

Fϖ21 = diag (F 21, F 23) , Fϖ22 = F 22,

Bϖ0 =
I 0

0 B 0

, Cθ0 =
I 0

0 C 0

.

由假设 (5) ,显然 FϖT
ijF
ϖ

ij ≤ I , i, j = 1, 2.

另一方面,系统 (16) 与控制器 (26) 构成的闭环

系统为

Γα= AϖΓ+
B Ε

B 0D 21Ε

w� ,

zζ = [C Ε D 12ΕC 0 ]Γ+ D Εw
�.

注意到 (22)～ (25) 和B 1Ε, C 1Ε,D 12Ε,D 21Ε,D Ε的定义,

根据定理 1,定理 2即得证. □

由定理 2, 不确定系统的鲁棒正实控制问题可

转化为确定系统的正实控制问题, 而后者可用

R iccat i方法或线性矩阵不等式方法求解[4 ]. 因此,定

理 2给出了输出反馈鲁棒正实控制问题的一种处理

方法.

5　结　　语
　　对参数独立摄动不确定线性系统,研究了鲁棒

正实性分析和设计问题. 通过构造增广系统将不确

定系统的鲁棒正实性分析和设计转化为确定系统的

情形,导出了系统鲁棒正实性条件,给出了输出反馈

鲁棒正实控制问题的处理方法. 由于参数独立摄动

不确定性包括了通常的范数有界不确定性,所得结

果将现有鲁棒正实控制问题的相关结果推进了一

步.
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