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独立摄动参数不确定线性系统的正实控制
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摘　要: 考虑了一类范数有界参数不确定线性系统的鲁棒正实性分析和设计问题,其中参数不确定性是独立摄动

的. 通过构造增广系统将不确定系统的鲁棒正实分析和控制问题转化为确定系统的情形, 给出了鲁棒正实分析问题

的线性矩阵不等式解法,导出了输出反馈控制器的存在条件. 所得结论将范数有界参数不确定系统的鲁棒正实分析

和控制的现有结果推进了一步.
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Abstract: Robust po sit ive real analysis and syn thesis p rob lem s are considered fo r a class of no rm 2bounded uncerta in

system s, w here the param eters are pertu rbed independen tly. It is show n that robust po sit ive real analysis and

syn thesis of the uncerta in system s can be converted in to tho se of som e augm ented system s w ithou t uncerta in t ies.

T he robust po sit ive real analysis p rob lem is so lved by using LM I app roach. T he ex istence condit ions of ou tpu t

feedback con tro ller are derived. T he ex ist ing resu lts on the robust po sit ive real con tro l fo r no rm 2bounded uncerta in

system s are generalized.
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1　引　　言
　　正实概念在系统的分析和综合中起着很重要的

作用,在自适应控制、鲁棒控制系统设计和非线性系

统控制等方面均有广泛应用[1～ 3 ] , 如何设计控制器

使闭环系统渐近稳定且传递函数正实具有重要意

义. 综合控制器使闭环系统渐近稳定且传递函数正

实称为正实控制问题. 文献[ 4 ]基于R iccat i方程 (不

等式)给出了正实控制问题的存在条件以及状态反

馈、输出反馈控制器的构造方法, [ 5 ]则将正实控制

问题归结为线性矩阵不等式的求解问题,指出正实

控制器的存在性等价于线性矩阵不等式的可解性并

给出了控制器的LM I解法. 由于各种不确定性因素

的存在,研究鲁棒正实控制问题很有必要. [ 6, 7 ]就

广义正实不确定情形研究了系统鲁棒正实的判定方

法和输出反馈控制问题的可解条件. 至于范数有界

不确定系统的鲁棒正实控制问题, [ 8 ]对状态矩阵和

输入矩阵带有不确定性的线性系统,给出了动态输

出反馈使闭环系统鲁棒稳定且严格正实的条件,证

明了鲁棒正实控制问题可转化为确定系统的正实设

计. 对各参数矩阵均有不确定性的系统, [ 9 ]将鲁棒

正实条件化为线性矩阵不等式,给出了系统鲁棒正

实的判定方法,研究了鲁棒控制问题的可解条件,同



时给出了控制器的构造步骤. [ 10 ]则对这类不确定

系统给出了基于观测器的输出反馈控制器. 以上这

些文献讨论的不确定系统有一个共同点,即各参数

摄动最终依赖于同一矩阵的变化.

　　本文考虑一类参数独立摄动不确定系统的鲁棒

正实控制问题. 以正实引理为理论基础,以线性矩阵

不等式为主要工具,考虑系统鲁棒稳定且正实的条

件,讨论了输出反馈实现闭环系统的鲁棒稳定和正

实性问题,同时给出了控制器的存在条件.

2　系统描述和基础知识
　　考虑下面的参数不确定系统:

xα= A ∃x + B ∃w + B 1∃u , (1)

z = C ∃x + D ∃w + D 12∃u , (2)

y = C 1∃x + D 21∃w + D 22∃u. (3)

其中: x ∈R n为状态,w ∈R p为外部输入, z ∈R p为

被控输出, u ∈R m 为控制输入, y ∈R r为量测输出.

对参数矩阵作以下假设:

A ∃ B ∃ B 1∃

C ∃ D ∃ D 12∃

C 1∃ D 21∃ D 22∃

=

A B B 1

C D D 12

C 1 D 21 D 22

+

∃A ∃B ∃B 1

∃C ∃D ∃D 12

∃C 1 ∃D 21 ∃D 22

.

式中: A ,B , C ,D ,B 1, C 1,D 12,D 21,D 22 为已知矩阵;

∃A , ∃B , ∃C , ∃D , ∃B 1, ∃C 1, ∃D 12, ∃D 21, ∃D 22为不确

定矩阵,且满足

∃A ∃B ∃B 1

∃C ∃D ∃D 12

∃C 1 ∃D 21 ∃D 22

=

H 11F 11E 11 H 12F 12E 12 H 13F 13E 13

H 21F 21E 21 H 22F 22E 22 H 23F 23E 23

H 31F 31E 31 H 32F 32E 32 H 33F 33E 33

, (4)

H ij , E ij ( i, j = 1, 2, 3) 为已知矩阵, F ij为未知矩阵且

　　　　F T
ij F ij ≤ I , i, j = 1, 2, 3. (5)

　　为叙述方便,以下将满足式 (4) 和式 (5) 的不确

定性称为容许不确定性.

注 1　以上对不确定性的假设意味着参数摄动

可以是独立的. 当H i1 = H i2 = H i3 = H i, F ij = F ,

E 1j = E 2j = E 3j = E j ( i, j = 1, 2, 3) 时,条件 (4) 和

(5) 退化为通常的范数有界参数不确定性描

述[8～ 10 ].

本文的目的是对系统 (1)～ (3) 进行鲁棒正实

性分析和控制. 鲁棒正实分析问题是考虑系统鲁棒

渐近稳定且扩展严格正实的条件, 而鲁棒正实控制

问题是通过输出反馈实现闭环系统的鲁棒正实性.

首先给出必要的预备知识. 令 u = 0 ,由式 (1) 和式

(2) 得

xα= A ∃x + B ∃w ,

z = C ∃x + D ∃w , (6)

它所对应的标称系统为

xα= A x + B w ,

z = C x + D w . (7)

于是有:

引理 1[7 ]　系统 (7) 渐近稳定且扩展严格正实

的充要条件为存在 P > 0,使

PA + A T P PB - C T

B T P - C - (D + D T )
< 0. (8)

　　为解决系统 (1)～ (3) 的鲁棒正实性分析和综

合问题,还需下面的结果:

引理 2[7 ]　设Q , H , E , R 为适当维数的实矩阵

且Q 对称、R 正定,则 Π F : F TF ≤R ,

Q + H F E + E T FαTH T < 0

成立的充要条件是:存在 Ε> 0,使

Q + Ε- 2E TR E + Ε2H H T < 0.

　　引理 3　设Q , H i, E i, R i 为适当维数的实矩阵

且Q 对称、R i正定,则

Π F i: F T
i F i≤R i, i = 1, 2,⋯, n ,

Q + ∑
n

i= 1
H iF iE i + ∑

n

i= 1
E T

i F T
i H T

i < 0

成立的一个充分条件是:存在 Ε> 0,使

Q + ∑
n

i= 1

Ε- 2E T
i R iE i + ∑

n

i= 1

Ε2H iH
T
i < 0.

　　证明　记

F = diag{F 1 F 2 ⋯ F n},

R = diag {R 1 R 2 ⋯ R n},

H = [H 1 H 2 ⋯ H n ],

E T = [E T
1 E T

2 ⋯ E T
n ],

则

Q + ∑
n

i= 1
H iF iE i + ∑

n

i= 1
E T

i F T
i H T

i =

Q + H F E + (H F E ) T.

由 F T
i F i≤R i ( i = 1, 2,⋯, n ) 知F T F ≤R. 根据引理

2,

Q + ∑
n

i= 1
H iF iE i + ∑

n

i= 1
E T

i F T
i H T

i < 0

成立的一个充分条件是:存在 Ε> 0,使

Q + Ε- 2E TR E + Ε2H H T < 0.

即

Q + ∑
n

i= 1
Ε- 2E T

i R iE i + ∑
n

i= 1
Ε2H iH

T
i < 0.

　　不难发现,引理 3的条件比较保守,若将其中的
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Ε换为Εi可减小保守性. 但使用这个引理便于对系统
(1)～ (3) 进行鲁棒正实性分析和设计,可得到较为

简明的结果.

3　正实分析
　　考虑到引理 1,先给出以下定义:

定义 2　系统 (6) 称为鲁棒稳定且扩展严格正

实的,若存在 0 < P ∈R n×n 使

PA ∃ + A T
∃ P PB ∃ - C T

∃

B T
∃ P - C ∃ - (D ∃ + D T

∃ )
< 0

对所有容许不确定性都成立.

注 2　当 F ij = 0 ( i, j = 1, 2) 时,定义 2中的不

等式退化为 (8). 这说明不确定系统 (6) 鲁棒稳定且

扩展严格正实首先要求其标称系统 (7) 是渐近稳定

且扩展严格正实的,这一要求显然是合理的.

根据引理 1, 只要给出系统鲁棒稳定且扩展严

格正实的判别方法,也就解决了鲁棒正实分析问题.

但根据定义 2判别系统 (6) 的鲁棒稳定且扩展严格

正实性, 需要考虑所有容许不确定性, 是非常困难

的,必须寻求其他方法. 引入增广系统

xα= A x + B Εw
{ ,

z = C Εx + D Εw
{ . (9)

其中

B Ε = [B ΕH 11 ΕH 12 0 0 0 0 0 0 ], (10)

C Ε = [C T 0 0 0 0 0 0 - Ε- 1E T
11 - Ε- 1E T

21 ]T ,

(11)

D Ε =
D D 1Ε

D 2Ε I ö2
, (12)

D 1Ε = [ 0 0 ΕH 21 ΕH 22 0 0 0 0 ], (13)

D 2Ε = [ 0 0 0 0 - Ε- 1E T
12 - Ε- 1E T

22 0 0 ]T.

(14)

于是有下面的分析结果:

定理 1　若存在Ε> 0使系统 (9) 是渐近稳定且

扩展严格正实的, 则系统 (6) 鲁棒稳定且为扩展严

格正实的.

证明　由定义 2, 要使系统 (6) 为鲁棒稳定且

扩展严格正实的,只要存在 P > 0使

PA ∃ + A T
∃ P PB ∃ - C T

∃

B T
∃ P - C ∃ - (D ∃ + D T

∃ )
< 0

对所有容许不确定性都成立.

记

Qϖ =
PA + A TP PB - C T

B T P - C - (D + D T )
,

H{ 1 =
PH 11

0
, H{ 2 =

PH 12

0

H{ 3 =
0

- H 21

, H{ 4 =
0

- H 22

,

Eϖ1 = [E 11 0 ], Eϖ2 = [ 0 E 12 ],

Eϖ3 = [E 21 0 ], Eϖ4 = [ 0 E 22 ].

则上述不等式可重写为

Qϖ + ∑
4

i= 1
H{ iF

ϖ
iE
ϖ

i + ∑
4

i= 1
EϖT

i FϖT
i H{ T

i < 0.

这里

Fϖ1 = F 11, Fϖ2 = F 12, Fϖ3 = F 21, Fϖ4 = F 22.

由引理3,上述不等式成立的充分条件是:存在Ε> 0

使

Qϖ + ∑
4

i= 1
Ε2H{ iH

{ T
i + ∑

4

i= 1
Ε- 2EϖT

i Eϖi < 0,

即

Qϖ + Ε2H{ H{ T + Ε- 2EϖTEϖ < 0. (15)

其中

H{ = [H{ 1 H{ 2 H{ 3 H{ 4 ],

Eϖ = [EϖT
1 EϖT

2 EϖT
3 EϖT

4 ]T ,

也即　　Qϖ + [ΕH{ Ε- 1EϖT ]
ΕH{ T

Ε- 1Eϖ
< 0.

根据 Schu r补,这个不等式等价于

Qϖ ΕH{ Ε- 1EϖT

ΕH{ T - I 0

Ε- 1Eϖ 0 - I

< 0,

即

A T P + PA PB - C T ΕPH 11 ΕPH 12 0

B T P - C - D T - D 0 0 - ΕH 21

ΕH T
11P 0 - I 0 0

ΕH T
12P 0 0 - I 0

0 - ΕH T
21 0 0 - I

0 - ΕH T
22 0 0 0

Ε- 1E 11 0 0 0 0

0 Ε- 1E 12 0 0 0

Ε- 1E 21 0 0 0 0

0 Ε- 1E 22 0 0 0

→

←

0 Ε- 1E T
11 0 Ε- 1E T

21 0

- ΕH 22 0 Ε- 1E T
12 0 Ε- 1E T

22

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

- I 0 0 0 0

0 - I 0 0 0

0 0 - I 0 0

0 0 0 - I 0

0 0 0 0 - I

< 0.

将倒数第 3、第 1、第 4、第 2列换至倒数第 4、第 3、第

2、第 1 列, 同时作相应的行变换, 注意到式 (10)～
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(14) ,易见上式等价于

PA + A T P PB Ε - C T
Ε

B T
ΕP - C Ε - (D Ε + D T

Ε)
< 0.

由引理 1,定理 1得证. □

注 3　定理 1给出了鲁棒正实分析问题的一种

处理方法, 即把不确定系统的鲁棒正实性分析转化

为确定系统的正实性分析. 由证明过程还可得到鲁

棒正实分析问题的线性矩阵不等式解法, 注意到

(15) 等价于

Qϖ + Ε- 2EϖT Eϖ H{

H{ T - Ε- 2 I
< 0.

令 Λ = Ε- 2,易得:

推论　系统 (6) 鲁棒稳定且为扩展严格正实的

充分条件是:存在正数 Λ及矩阵 P > 0,使

5 1 PB - C T PH 11

B TP - C 5 2 0

H T
11P 0 - ΛI

H T
12P 0 0

0 - H T
21 0

0 - H T
22 0

→

←

PH 12 0 0

0 - H 21 - H 22

0 0 0

- ΛI 0 0

0 - ΛI 0

0 0 - ΛI

< 0.

其中

5 1 = PA + A TP + ΛE T
11E 11 + ΛE T

21E 21,

5 2 = - (D + D T ) + ΛE T
22E 22 + ΛE T

12E 12.

　　注意上述不等式关于 P , Λ是联合线性的,可用

M atlab 中的 LM I工具箱验证可行性. 因而可用

M atlab中的LM I工具箱判断不确定系统 (6) 的鲁棒

正实性.

4　正实设计
　　现考虑前面提出的鲁棒正实控制问题. 类似于

鲁棒正实分析问题的处理, 这里将不确定系统的鲁

棒正实控制问题转化为确定系统的情形. 对系统 (1)

～ (3) 引入增广系统

xα= A x + B Εw
{ + B 1u ,

z = C Εx + D Εw
{ + D 12Εu ,

y = C 1x + D 21Εw
{ + D 22u. (16)

其中

B Ε = [B Εr1 (H{ 11) Εr1 (H{ 12)

　　　0 0 0 0 0 0 ], (17)

D 21Ε = [D 21 Εr2 (H{ 11) Εr2 (H{ 12)

　　　　0 0 0 0 0 0 ], (18)

C Ε = [C T 0 0 0 0 0 0

　　　 - Ε- 1 (c1 (Eϖ11) ) T - Ε- 1 (c1 (Eϖ21) ) T ]T ,

(19)

D 12Ε = [D T
12 0 0 0 0 0 0

　　　 - Ε- 1 (c2 (Eϖ11) ) T - Ε- 1 (C 2 (Eϖ21) ) T ]T ,

(20)

D Ε =
D D{ 1Ε

D{ 2Ε I ö2
. (21)

r i (M ) 表示矩阵M 的第 i行, ci (M ) 表示矩阵M 的第

i列,而

H{ 11 =
H 11 H 13 0 0

0 0 H 31 H 33

,

H{ 12 =
H 12 0

0 H 32

,

H{ 21 = [H 21　H 23 ], (22)

EϖT
11 =

E T
11 0 E T

31 0

0 E T
13 0 E T

33

,

Eϖ12 =
E 12

E 32

, Eϖ21 =
E 21 0

0 E 23

, (23)

D{ 1Ε = [ 0 0 ΕH{ 21 ΕH 22 0 0 0 0 ], (24)

D{ 2Ε = [ 0 0 0 0 - Ε- 1EϖT
12

　　　 - Ε- 1E T
22 0 0 ]T. (25)

下面给出本文的主要结果:

定理 2　 输出反馈控制器 u = K (s) y 与系统

(1)～ (3) 组成的闭环系统是鲁棒稳定且扩展严格

正实的,若存在 Ε> 0使系统 (16) 与该输出反馈组

成的闭环系统是渐近稳定且扩展严格正实的.

证明　设控制器 u = K (s) y 的状态空间实现

为

Ν
õ

= A 0Ν+ B 0y ,

u = C 0Ν. (26)

令 Γ = [x T ΝT ]T , 将控制器 (26) 作用于系统 (1)～
(3) ,得闭环系统

xα= (Aϖ + ∃Aϖ) x + (Bϖ + ∃Bϖ)w ,

z = (Cθ + ∃Cθ) x + (D + ∃D{ )w .

其中

Aϖ =
A B 1C 0

B 0C 1 A 0 + B 0D 22C 0

,

Bϖ =
B

B 0D 21

, Cθ = [C D 12C 0 ],

∃A = Bϖ0H
{

11Fϖ11Eϖ11C
θ

0, ∃Bϖ = Bϖ0H
{

12Fϖ12Eϖ12,

∃Cθ = H{ 21Fϖ21Eϖ21C
θ

0, ∃D{ = H 22Fϖ22E 22,

2221 　　　控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷



而

Fϖ11 = diag (F 11, F 13, F 31, F 33) ,

Fϖ12 = diag (F 12, F 32) ,

Fϖ21 = diag (F 21, F 23) , Fϖ22 = F 22,

Bϖ0 =
I 0

0 B 0

, Cθ0 =
I 0

0 C 0

.

由假设 (5) ,显然 FϖT
ijF
ϖ

ij ≤ I , i, j = 1, 2.

另一方面,系统 (16) 与控制器 (26) 构成的闭环

系统为

Γα= AϖΓ+
B Ε

B 0D 21Ε

w� ,

zζ = [C Ε D 12ΕC 0 ]Γ+ D Εw
�.

注意到 (22)～ (25) 和B 1Ε, C 1Ε,D 12Ε,D 21Ε,D Ε的定义,

根据定理 1,定理 2即得证. □

由定理 2, 不确定系统的鲁棒正实控制问题可

转化为确定系统的正实控制问题, 而后者可用

R iccat i方法或线性矩阵不等式方法求解[4 ]. 因此,定

理 2给出了输出反馈鲁棒正实控制问题的一种处理

方法.

5　结　　语
　　对参数独立摄动不确定线性系统,研究了鲁棒

正实性分析和设计问题. 通过构造增广系统将不确

定系统的鲁棒正实性分析和设计转化为确定系统的

情形,导出了系统鲁棒正实性条件,给出了输出反馈

鲁棒正实控制问题的处理方法. 由于参数独立摄动

不确定性包括了通常的范数有界不确定性,所得结

果将现有鲁棒正实控制问题的相关结果推进了一

步.
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