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参数不确定性广义周期时变系统的鲁棒稳定性分析
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摘　要: 基于广义周期时变系统允许的充分必要条件,提出了参数不确定性广义周期时变系统鲁棒稳定的概念,并

得到了该类系统鲁棒稳定的充分必要条件. 研究在状态反馈控制下保证闭环系统鲁棒稳定的条件,给出了一族状态

反馈鲁棒稳定器的设计方法. 引入广义周期时变系统二次稳定的概念,讨论了二次稳定性与鲁棒稳定性的关系. 最后

通过数值算例说明了所得的主要结果.
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Abstract: Based on the necessary and sufficien t condit ion of adm issib ility fo r linear periodically descrip to r system s

w ith uncerta in param eters, a concep t of robust stab ility is pu t fo rw ard. A necessary and sufficien t condit ion is ob2
ta ined fo r linear t im e2varying periodically descrip to r system s w ith uncerta in param eters to be robust stab le. T hen, a

condit ion fo r the clo se2loop system under sta te feedback to be robust stab le is derived, w ith sta te feedback robust

con tro llers designed. T he no tion of quadratic stab ility is in troduced, and the rela t ion betw een quadratic stab ility and

robust stab ility is discussed. F inally, num erical examp les demonstra te the p ropo sed resu lts.
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1　引　　言
　　鲁棒控制问题是现代控制理论发展的必然趋势

和通往实际应用的必由之路,因而得到普遍关注和

研究. 系统的鲁棒控制在工程控制的实际中起着越

来越重要的作用,但许多实际问题需要用广义系统

模型才能加以准确描述,因此广义系统的鲁棒镇定

问题受到广大学者的极大关注,并取得了一系列研

究成果[1～ 8 ].

　　文献[ 9 ]基于矩阵不等式方法给出了一类参数

不确定性广义系统的鲁棒稳定性判据; 文献 [ 10 ]运

用L yapunov 不等式研究广义时变周期系统的允许

性,得到了系统允许的充分必要条件. 但对广义周期

时变系统鲁棒镇定问题的研究成果却很少.

　　本文利用不等式方法讨论广义不确定周期时变

系统的鲁棒镇定问题,给出了一族状态反馈鲁棒镇

定器的设计方法,提出了系统二次稳定的概念,并且

得到了鲁棒镇定与二次稳定的关系.

2　鲁棒稳定性
　　考虑如下参数不确定性广义周期时变系统:

E xα( t) = [A ( t) + ∃A ( t) ]x ( t). (1)

其中: x ( t) ∈R n 为系统的状态变量; A ( t) 为适当维

数的解析的 T 周期函数矩阵; E 为定常矩阵, 且



rank (E ( t) ) = q≤ n; ∃A ( t) 为具有适当维数的解析

的周期不确定矩阵,且具有如下形式:

∃A ( t) = D ( t) F ( t)M ( t). (2)

其中: D ( t) 和M ( t) 为适当维数的解析的 T 周期函

数矩阵; F ( t) 为具有L ebeque 可测元的不确定的解

析周期矩阵,且满足 F T ( t) F ( t) ≤ I.

　　定义 1　系统 (1) 称为允许的,如果它是正则、

稳定、无脉冲的.

　　定义 2　如果系统 (1) 对于给定的不确定性矩

阵 ∃A ( t) 都是允许的,则称系统 (1) 是鲁棒稳定的.

　　当 ∃A ( t) = 0时,系统 (1) 可化为

E xα( t) = A ( t) x ( t). (3)

系统 (3) 称为系统 (1) 的标称系统.

　　 引理 1[10 ]　设广义周期系统 (2) 解析可解, 则

系统 (2) 是允许的充要条件是L yap unov不等式

A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) + E TXα( t) < 0,

E TX ( t) = X T ( t) E ≥ 0.
(4)

有解.

　　由引理 1可以看出,若系统 (1) 是鲁棒稳定的,

则满足如下L yapunov不等式:

(A ( t) + ∃A ( t) ) TX ( t) + X T ( t) (A ( t) +

∃A ( t) ) + E TXα( t) < 0,

E TX ( t) = X T ( t) E ≥ 0.

(5)

　　引理 2[7 ]　对于任意的 x ∈R n ,有

m ax{ (x TM F ( t)N x ) 2ûF T ( t) F ( t) ≤ I } =

(x TM M T x ) (x TN TN x ) ,

其中M 和N 是具有适当维数的实矩阵.

　　引理 3[7 ]　设矩阵M ,N , P ∈R n×n ,满足M ≥

0, N ≥ 0, P < 0. 对于任意的非零向量 x ∈R n ,若有

(x TP x ) 2 - 4 (x TM x ) (x TN x ) > 0,

则存在常数 Κ> 0,使得下式成立:

Κ2M + ΚP + N < 0.

　　对于上述形式的参数不确定广义周期时变系

统 (1) ,有如下鲁棒稳定性判据:

　　定理 1　系统 (1) 为鲁棒稳定的充分必要条件

是存在可逆矩阵X ( t) ∈R n×n ,以及常数Ε> 0,满足

EXα( t) + A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) +

Ε- 2X T ( t)D ( t)D T ( t)X ( t) + Ε2M T ( t)M ( t) < 0,

E TX ( t) = X T ( t) E ≥ 0.

(6)

　　证明　充分性:设存在可逆矩阵X ( t) 和常数Ε
> 0, 满足式 (6) , 则对于所有允许的不确定性

∃A ( t) ,有

EXα( t) + (A ( t) + ∃A ( t) ) TX ( t) +

X T ( t) (A ( t) + ∃A ( t) ) ≤

EXα( t) + A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) +

Ε- 2X T ( t)D ( t)D T ( t)X ( t) + Ε2M T ( t)M ( t).

由引理 1 知式 (5) 成立, 因此系统 (1) 是鲁棒稳定

的.

　　必要性:设系统 (1) 是鲁棒稳定的,则对于所有

允许的不确定性 ∃A ( t) ,存在可逆矩阵X ( t) 满足式

(5) ,即

EXα( t) + A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) +

M T ( t) F T ( t)D T ( t)X ( t) +

X T ( t)D ( t) F ( t)M ( t) < 0.

令 P = EXα( t) + A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) ,则对于

任意的非零向量 x ∈R n ,可得

x T P x < - 2x TX T ( t)D ( t) F ( t)M ( t) x.

所以

x TP x < - 2m ax{x TX T ( t)D ( t) F ( t)M ( t) x û
F T ( t) F ( t) ≤ I }≤ 0.

于是

(x TP x ) 2 >

4m ax{ (x TX T ( t)D ( t) F ( t)M ( t) x ) 2û
F T ( t) F ( t) ≤ I }.

由引理 2得

(x T P x ) 2 >

4 (x TX T ( t)D ( t)D T ( t)X ( t) x ) (x TM T ( t)M ( t) x ).

由引理 3,存在常数 Κ> 0,使得

M T ( t)M ( t) + ΚP +

Κ2X T ( t)D ( t)D T ( t)X ( t) < 0. (7)

上式两端同除以 Κ,并令 Κ= Ε- 2,可得式 (6). □

3　鲁棒镇定方法
　　在前面鲁棒稳定性分析的基础上,下面进一步

讨论保证闭环系统是允许的状态反馈鲁棒镇定控制

器的设计方法.

　　考虑如下不确定广义周期时变系统:

E xα( t) = [A ( t) + ∃A ( t) ]x ( t) +

[B ( t) + ∃B ( t) ]u ( t). (8)

其中∃A ( t) 和∃B ( t) 为具有适当维数的解析的周期

不确定矩阵,且具有如下形式:

[∃A ( t)　∃B ( t) ] = D ( t) F ( t) [M 1 ( t)　M 2 ( t) ].

其中矩阵D ( t) ,M 1 ( t) ,M 2 ( t) , F ( t) 的意义同上, 且

F T ( t) F ( t) ≤ I.

　　当 ∃A ( t) = 0, ∃B ( t) = 0时,系统 (8) 成为

E xα( t) = A ( t) x ( t) + B ( t) u ( t). (9)

称系统 (9) 为标称系统.

　　考虑状态反馈

u ( t) = K ( t) x ( t) , (10)

它与系统 (9) 构成的闭环系统为

E xα( t) = [A c ( t) + ∃A c ( t) ]x ( t). (11)
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其中

A c ( t) = A ( t) + B ( t) K ( t) ,

∃A c ( t) = ∃A ( t) + ∃B ( t) K ( t).

对于系统 (8) , 设计一个状态反馈 (10) , 使闭环系统

(11) 是鲁棒稳定的. 相应的控制器称为鲁棒镇定

器.

　　下面给出一种状态反馈鲁棒镇定器的设计方

法.

　　定理 2　如果存在可逆矩阵 Z ( t) ∈R n×n 以及

常数 Ε> 0,满足不等式 (为书写方便,这里省略了时

间变量,但各矩阵仍是时变的)

E Zα( t) + A T ( t) Z ( t) + Z T ( t)A ( t) +

2Ε- 2Z T ( t)D ( t)D T ( t) Z ( t) + Ε2M T
1 ( t)M 1 ( t) -

Z T ( t)B ( t) ( I + Ε2M T
2 ( t)M 2 ( t) ) - 1B T ( t) Z ( t) < 0,

E T Z = Z T E ≥ 0.

(12)

则存在反馈控制器 (10) ,使闭环系统是鲁棒稳定的.

若上述条件成立,则所求的状态反馈鲁棒镇定器为

K ( t) = - ( I + Ε2M T
2 ( t)M 2 ( t) ) - 1B T ( t) Z - 1 ( t).

(13)

　　证明　令

G
δ =

E Zα( t) + A T ( t) Z ( t) + Z T ( t)A ( t) +

2Ε- 2Z T ( t)D ( t)D T ( t) Z ( t) + Ε2M T
1 ( t)M 1 ( t) -

Z T ( t)B ( t) ( I + Ε2M T
2 ( t)M 2 ( t) ) - 1B T ( t) Z ( t) < 0.

(14)

由于

∃A c ( t) = ∃A ( t) + ∃B ( t) K ( t) =

[D ( t)　D ( t) ]
F ( t) 0

0 F ( t)

M 1 ( t)

M 2 ( t) K ( t)
=

D{ ( t) Fϖ ( t)M{ ( t) ,

其中

D{ ( t) = [D ( t)　D ( t) ], Fϖ ( t) =
F ( t) 0

0 F ( t)
,

M{ ( t) =
M 1 ( t)

M 2 ( t) K ( t)
.

因为 F T ( t) F ( t) ≤ I ,所以 FϖT ( t) Fϖ ( t) ≤ I. 于是

G =

E Zα( t) + A T
c ( t) Z ( t) + Z T ( t)A c ( t) +

Ε- 2Z T ( t)D{ ( t)D{ T ( t) Z ( t) + Ε2M{ T ( t)M{ ( t) =

E Zα( t) + A T ( t) Z ( t) + Z T ( t)A ( t) +

K T ( t)B T ( t) Z ( t) + Z T ( t)B ( t) K ( t) +

2Ε- 2Z T ( t)D ( t)D T ( t) Z ( t) +

Ε2M T
1 ( t)M 1 ( t) + Ε2K T ( t)M T

2 ( t)M 2 ( t) K ( t).

(15)

将 K ( t) 的表达式代入,整理得

G + K T ( t) K ( t) = G
δ. (16)

由式 (15) 和 (16) 得G < 0,即

E Zα( t) + A T
c ( t) Z ( t) + Z T ( t)A c ( t) +

Ε- 2Z T ( t)D{ ( t)D{ T ( t) Z ( t) + Ε2M{ T ( t)M{ ( t) < 0.

由定理 1知,闭环系统 (11) 是鲁棒稳定的. □

4　二次稳定性
　　下面介绍不确定广义周期时变系统的二次稳

定性概念,并讨论二次稳定性与鲁棒稳定性的关系.

　　对于系统 (1) ,其不确定性 ∃A ( t) 具有式 (2) 的

结构. 取广义L yapunov函数

V ( t) = x T E TX ( t) x , (17)

其中X ( t) ∈R n×n. 上式对 t求导,得

V
õ

( t) =

x T {EXα( t) + [A ( t) + ∃A ( t) ]TX ( t) +

X T ( t) [A ( t) + ∃A ( t) ]}x. (18)

　　 定义 3　 对于系统 (1) , 若存在矩阵 X ( t) ∈

R n×n 和正定矩阵W ( t) ∈R n×n ,使得系统 (1) 满足

E TXα( t) + (A ( t) + ∃A ( t) ) TX ( t) +

X T ( t) (A ( t) + ∃A ( t) ) ≤- W ( t) ,

E TX ( t) = X T ( t) E ≥ 0.

(19)

则称系统 (1) 是二次稳定的.

　　定理 3　对于系统 (1) ,若其不确定性∃A ( t) 具

有式 (2) 的结构,则系统 (1) 二次稳定的充分必要条

件是该系统为鲁棒稳定的.

　　证明　必要性:由定义 4知,若系统 (1) 二次稳

定, 则存在矩阵 X ( t) ∈ R n×n 和正定矩阵W ( t) ∈

R n×n ,使式 (19) 成立. 由此得

EXα( t) + [A ( t) + ∃A ( t) ]TX ( t) +

X T ( t) [A ( t) + ∃A ( t) ] ≤- W ( t) < 0.

即系统是鲁棒稳定的.

　　充分性: 设系统 (1) 是鲁棒稳定的, 由定理 1

知,存在可逆矩阵X ( t) ,满足不等式

EXα( t) + A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) +

X T ( t)D ( t)D T ( t)X ( t) + M T ( t)M ( t) < 0,

E TX ( t) = X T ( t) E.

(20)

由于

EXα( t) + (A ( t) + ∃A ( t) ) TX ( t) +

X T ( t) (A ( t) + ∃A ( t) ) ≤

EXα( t) + A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) +

X T ( t)D ( t)D T ( t)X ( t) + M T ( t)M ( t) ,

令

W ( t) =

- (EXα( t) + A T ( t)X ( t) + X T ( t)A ( t) +
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　　X T ( t)D ( t)D T ( t)X ( t) + M T ( t)M ( t) ).

由式 (20) 得W ( t) > 0,于是有

　　　E TXα( t) + (A ( t) + ∃A ( t) ) TX ( t) +

　　　X T ( t) (A ( t) + ∃A ( t) ) ≤- W ( t) ,

　　　E TX ( t) = X T ( t) E ≥ 0.

因此系统 (1) 是二次稳定的. □

5　算　　例
　　在解析的周期系统 (8) 中,取周期 T = 10,当 1

≤ t≤ 11时,各系数矩阵的表达式如下:

E =
1 0

0 0
,A ( t) =

- t 0

0 t
,

B ( t) =
- t

t
,D ( t) =

0. 1t

- 0. 5t
,

M 1 ( t) = [ - 0. 05t　0. 1t ],M 2 ( t) = 0. 1t.

取 Ε= 1,计算得

V ( t) =
e t 0

0 - t
.

满足线性矩阵不等式 (12). 因此得控制器增益

K ( t) =
1

1 + 0. 01t2 [ te- t　1 ],

使得闭环系统是鲁棒稳定的.

6　结　　语
　　本文利用矩阵不等式方法研究广义不确定周期

时变系统鲁棒稳定的充分必要条件,并给出了一族

状态反馈鲁棒稳定器的设计方法. 所得结果是广义

定常系统相应结论向广义时变系统的自然推广,具

有一定的理论意义.
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