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中立时滞L PV系统基于观测器的控制器设计
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摘　要: 研究一类中立时滞线性参数变化系统的基于观测器的控制问题. 采用L yapunov方法, 提出了系统的时滞

相关稳定性条件, 设计了增益调度控制器和状态观测器. 利用参数线性矩阵不等式,将控制器存在的充分条件转化

为凸优化问题. 最后通过数值仿真验证了所提出方法的可行性.
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1　引　　言
　　近年来,有关线性参数变化系统的研究得到了

控制界的高度重视. 这是因为线性参数变化系统可

以描述许多实际系统内在的非线性和时变特性,并

且能用线性化方法解决非线性问题,进而设计增益

调度控制器[1～ 7 ].

　　时滞常常造成系统不稳定或使系统性能变差,

对时滞L PV 系统的研究具有重要的理论和现实意

义. 目前对该系统的研究主要集中在稳定性分析[4, 5 ]

和H ∞控制[4, 6, 7 ]等问题上. 其中文献[ 7 ]是在系统状

态完全可测的情况下,通过广义系统方法来研究中

立时滞L PV 系统的H ∞状态反馈控制问题. 当系统

的状态不能全部得到时,需要进一步研究基于重构

状态来实现所要求的状态反馈. 因此,基于观测器的

控制器设计成为解决问题的重要途径.

　　基于观测器的控制器设计已有不少成功的应

用. 文献[ 3 ]将其用于非时滞的L PV 控制系统,设计

了依赖于参数的控制器; [ 6 ]将其应用于时滞L PV

系统,设计了H ∞控制器; [ 8 ]将其用于线性时滞中

立系统, 得出了基于观测器的时滞无关控制器. 然

而,这种设计方法在中立时滞L PV 系统中的应用尚

未见报道.

　　本文研究一类中立时滞L PV 系统, 应用L ya2
punov 稳定性理论和线性矩阵不等式方法,提出了

基于观测器的控制方法. 将控制器存在的充分条件

转化为参数线性矩阵不等式的求解问题,并用数值

仿真验证了所提出方法的可行性.



2　问题描述
　　考虑一类中立时滞L PV 系统

xα( t) - E xα( t - h ) =

A (Θ( t) ) x ( t) + A h (Θ( t) ) x ( t -

h ) + B (Θ) u ( t) ,

y ( t) = C (Θ( t) ) x ( t).

(1)

满足初始条件

x ( t0 + Η) = <(Η) , Π Η∈ [ - h , 0 ]. (2)

其中: x ( t) ∈ R n 为状态向量, y ( t) ∈ R p 为输出向

量, u ( t) ∈ R m 为控制变量, <(õ) 为在闭区间[ - h ,

0 ] 上给定的连续可微函数, h > 0为常数时滞. 假定

系统矩阵A (õ) , A h (õ) , B (õ) , C (õ)为时变参数Θ(õ)

的函数 , 参数向量Θ( t ) = [ Θ1 ( t )　Θ2 ( t )　⋯　

Θs ( t) ]T 满足 Θi ( t) 实时可测且 Θi ( t) ∈ [Θi, Θλi ],参数

的变化率 Σi ( t) ∈ [Σi, Σλi ], 系统 (A (Θ) ,B (Θ) ) 和

(A (Θ) , C (Θ) ) 是完全能控能观的. 以下为了方便,

用 Θ和 Θi分别表示 Θ( t) 和 Θi ( t).

　　构造系统 (1) 的全阶状态观测器

x
～
õ

( t) = A (Θ) x� ( t) + A h (Θ) x� ( t - h ) +

　　　B (Θ) u ( t) + L (Θ) [y ( t) - C (Θ) x� ( t) ],

x� ( t0 + Η) = 0, Π Η∈ [ - h , 0 ];

(3)

以及控制律

u ( t) = - K (Θ) x
� ( t). (4)

其中: x� ( t) ∈ R n 为观测器状态向量, K (Θ) 和L (Θ)

分别为待求的增益调度反馈增益矩阵和观测器增益

矩阵.

　　定义误差向量 e ( t) = x ( t) - x
� ( t). 此时误差动

态系统为

eα( t) = (A (Θ) - L (Θ)C (Θ) ) e ( t) +

A h (Θ) e ( t - h ) + E xα( t - h ). (5)

　　本文的目标是设计基于观测器的控制器,使得

闭环系统

xα( t) - E xα( t - h ) =

A
-

(Θ) x ( t) + A h (Θ) x ( t -

h ) + B (Θ) K (Θ) e ( t) (6)

渐近稳定. 其中

A
-

(Θ) = A (Θ) - B (Θ) K (Θ). (7)

3　主要结果
　　采用L yapunov 方法, 设计基于观测器的控制

器,以保证闭环系统时滞相关渐近稳定.

　　控制器增益矩阵和观测器增益矩阵具有如下

形式:

K (Θ) = B T (Θ) P (Θ) ,L (Θ) = R - 1 (Θ)C T. (8)

其中 P (Θ) 和R (Θ) 为待求的正定矩阵.

　　定理 1　对于系统 (1) 和给定的时滞 h ,如果存

在连续可微的对称正定矩阵 P (Θ) 和 R (Θ) ,对称正

定矩阵Q 1,Q 2 和 S ,矩阵 Y i和W i ( i = 1, 2, 3) ,正数

Λ1 和 Λ2,对所有参数变化轨迹满足如下线性矩阵不

等式:

# 11 (Θ) # 12 (Θ) # 13 P (Θ) E 3P (Θ)B (Θ)

3 # 22 # 23 0 0

3 3 # 33 0 0

3 3 3 - I + 3E TE 0

3 3 3 3 - 3I

3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

→

←

2M (Θ) 2hM (Θ) 2hM (Θ) hY 1 hW 1

2A T
h (Θ) 2hA T

h (Θ) 2hA T
h (Θ) hY 2 hW 2

0 0 0 hY 3 hW 3

0 2hE T 0 0 0

0 0 0 0 0

- 2I 0 0 0 0

3 - 2hΛ2I 0 0 0

3 3 - 2hΛ1 I 0 0

3 3 3 - h I 0

3 3 3 3 - h I

< 0,

(9)

2 11 (Θ) R (Θ)A h (Θ) R (Θ) P (Θ)B (Θ)

3 - S 0 0

3 3 - I 0

3 3 3 - I

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

→

←

4N (Θ) 3hN (Θ) 4hN (Θ)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

- 4I 0 0

3 - 3hΛ1 I 0

3 3 - 4hΛ2 I

< 0. (10)

则闭环系统 (6) 渐近稳定. 其中

# 11 (Θ) = P (Θ)A (Θ) + A T (Θ) P (Θ) + Pα(Θ) +

　　　　Q 1 - Y 1 - Y T
1 - W 1 - W T

1 ,

# 12 (Θ) = P (Θ)A h (Θ) + Y 1 (E + I ) -

　　　　Y T
2 + W 1 - W T

2 ,

# 13 = - Y 1E - Y T
3 - W T

3 ,

# 22 = Q 2 - Q 1 + Y 2 (E + I ) + (E +
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　　　　　　I ) TY T
2 + W 2 + W T

2 ,

　　　# 23 = (E + I ) TY T
3 - Y 2E + W T

3 ,

　　　# 33 = - Y 3E - E TY T
3 - Q 2,

　　　M (Θ) = A T (Θ) + P (Θ)B (Θ)B T (Θ) ,

　　　2 11 (Θ) = R (Θ)A (Θ) + A T (Θ)R (Θ) +

　　　　　　　S + Rα(Θ) - 2C T (Θ)C (Θ) ,

　　　N (Θ) = P (Θ)B (Θ)B T (Θ).

　　证明　令

Φ( t) = A
-

(Θ) x ( t) + A h (Θ) x ( t -

h ) + B (Θ) K (Θ) e ( t) , (11)

则有下式成立:

∫
t

t- h
(xα(Α) - E xα(Α- h ) ) dΑ=∫

t

t- h
Φ(Α) dΑ.

因而有

x ( t) - (E + I ) x ( t - h ) + E x ( t - 2h ) =

∫
t

t- h
Φ(Α) dΑ. (12)

　　选取L yapunov函数V (x t) = ∑
8

i= 1
V i (x t). 其中

V 1 (x t) = x T ( t) P (Θ) x ( t) ,

V 2 (x t) =∫
t

t- h
x T (Α)Q 1x (Α) dΑ,

V 3 (x t) =∫
t- h

t- 2h
x T (Α)Q 2x (Α) dΑ,

V 4 (x t) =∫
t

t- h
xαT (Α) xα(Α) dΑ,

V 5 (x t) = Ε1∫
0

- h∫
t

t+ Β
ΦT (Α) Φ(Α) dΑdΒ

V 6 (x t) = Ε2∫
0

- h∫
t

x + Β
xαT (Α) xα(Α) dΑdΒ,

V 7 (x t) = eT ( t)R (Θ) e ( t) ,

V 8 (x t) =∫
t

t- h
eT (Α)S e (Α) dΑ.

这里 P (Θ) ,Q 1,Q 2, R (Θ) 和S 为正定矩阵, Ε1和 Ε2为

正数.

　　根据式 (12) 和N ew ton2L eibn iz公式

x ( t - h ) = x ( t) -∫
t

t- h
xα(Β) dΒ, (13)

可得V i (x t) ( i = 1, 2,⋯, 8) 沿系统 (6) 的导数

Vα
1 (x t) =

x T ( t) Pα(Θ) x ( t) + 2x T ( t) P (Θ) [Aϖ (Θ) x ( t) +

A h (Θ) x ( t - h ) + E xα( t - h ) +

B (Θ) K (Θ) e ( t) ] + 2[x T ( t) Y 1 + x T ( t -

h ) Y 2 + x T ( t - 2h ) Y 3 ] [∫
t

t- h
Φ(Α) dΑ-

x ( t) + (E + I ) x ( t - h ) - E x ( t - 2h ) ] +

2[x T ( t)W 1 + x T ( t - h )W 2 + x T ( t -

2h )W 3 ] [∫
t

t- h
xα(Β) dΒ - x ( t) + x ( t - h ) ],

Vα
2 (x t) = x T ( t)Q 1x ( t) - x T ( t - h )Q 1x ( t - h ) ,

Vα
3 (x t) = x T ( t - h )Q 2x ( t - h ) - x T ( t -

　　　　 2h )Q 2x ( t - 2h ) ,

Vα
4 (x t) = xαT ( t) xα( t) - xαT ( t - h ) xα( t - h ) =

[Aϖ (Θ) x ( t) + A h (Θ) x ( t - h ) + E xα( t - h ) +

B (Θ) K (Θ) e ( t) ]T [Aϖ (Θ) x ( t) + A h (Θ) x ( t -

h ) + E xα( t - h ) + B (Θ) K (Θ) e ( t) ] -

xαT ( t - h ) xα( t - h ) ,

Vα
5 (x t) = Ε1hΦT ( t) Φ( t) - Ε1∫

t

t- h
ΦT (Α) Φ(Α) dΑ≤

Ε1h [Aϖ (Θ) x ( t) + A h (Θ) x ( t - h ) +

B (Θ) K (Θ) e ( t) ]T [Aϖ (Θ) x ( t) +

A h (Θ) x ( t - h ) + B (Θ) K (Θ) e ( t) ] -

Ε1

h [∫
t

t- h
Φ(Α) dΑ]

T

[∫
t

t- h
Φ(Α) dΑ],

Vα
6 (x t) = Ε2hxαT ( t) xα( t) - Ε2∫

t

t- h
xαT (Α) xα(Α) dΑ=

Ε2h [Aϖ (Θ) x ( t) + A h (Θ) x ( t - h ) + E xα( t - h ) +

B (Θ) K (Θ) e ( t) ]T [Aϖ (Θ) x ( t) + A h (Θ) x ( t - h ) +

E xα( t - h ) + B (Θ) K (Θ) e ( t) ] -

Ε2

h [∫
t

t- h
xα(Α) dΑ) ]

T

[∫
t

t- h
xα(Α) dΑ],

Vα
7 (x t) =

eT ( t)Rα(Θ) e ( t) + 2eT ( t)R (Θ) [ (A (Θ) -

L (Θ)C (Θ) ) e ( t) + A h (Θ) e ( t - h ) + E xα( t - h ) ],

Vα
8 (x t) = eT ( t)S e ( t) - eT ( t - h )S e ( t - h ).

　　为了获得Vα(x t) 的上界,引入不等式

2ûx T y û ≤ Κx T x + Κ- 1y T y , (14)

对于任意的实数 Κ> 0以及适当维数的 x 和 y 均成

立. 应用不等式 (14) ,可得以下结果:

2x T ( t) P (Θ)B (Θ) K (Θ) e ( t) ≤

x T ( t) P (Θ)B (Θ)B T (Θ) P (Θ) x ( t) +

eT ( t) K T (Θ) K (Θ) e ( t) ,

- 2eT ( t)R (Θ) E xα( t - h ) ≤

xαT ( t - h ) E T E xα( t - h ) + eT ( t)R (Θ)R (Θ) e ( t) ,

- 2eT ( t) K T (Θ)B T (Θ) E xα( t - h ) ≤

xαT ( t - h ) E T E xα( t - h ) +

eT ( t) K T (Θ)B T (Θ)B (Θ) K (Θ) e ( t) ,

- 2eT ( t) K T (Θ)B T (Θ) [Aϖ (Θ) x ( t) +

A h (Θ) x ( t - h ) ] ≤

x T ( t - h )A T
h (Θ)A h (Θ) x ( t - h ) +

x T ( t)AϖT (Θ)Aϖ (Θ) x ( t) +

　2eT ( t) K T (Θ)B T (Θ)B (Θ) K (Θ) e ( t).

令
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　　q1 (x t, Α, Β) =

　　[x T ( t)　x T ( t - h )　x T ( t - 2h ) →

　　← xαT ( t - h )　ΦT (Α)　x T (Β) ]T ,

　　q2 (et) = [eT ( t)　eT ( t - h ) ]T ,

　　# (Θ) =

　　

#
^

11 (Θ) # 12 (Θ) # 13 P (Θ) E hY 1 hW 1

3 # 22 # 23 0 hY 2 hW 2

3 3 # 33 0 hY 3 hW 3

3 3 3 #
^

44 0 0

3 3 3 3 - h I 0

3 3 3 3 3 - h I

+

　　2 (1 + Ε1h + Ε2h )

AϖT (Θ)

A T
h (Θ)

0

0

0

0

AϖT (Θ)

A T
h (Θ)

0

0

0

0

T

,

　　2 (Θ) =
0 (Θ) SA h (Θ)

3 - S
,

　　0 (Θ) =

　　Rα(Θ) + R (Θ) (A (Θ) - L (Θ)C (Θ) ) + S +

　　 (A (Θ) - L (Θ)C (Θ) ) TR (Θ) + R (Θ)R (Θ) +

　　P (Θ)B (Θ)B T (Θ) P (Θ) + (4 + 3Ε1h +

　　4Ε2h ) K T (Θ)B T (Θ)B (Θ) K T (Θ) ,

　　#
^

11 (Θ) =

　　Pα(Θ) + P (Θ)Aϖ (Θ) + AϖT (Θ) P (Θ) + Q 1 -

　　Y 1 - Y T
1 - W 1 - W T

1 + P (Θ)B (Θ)B T (Θ) P (Θ) ,

　　#
^

44 = - I + (3 + 2Ε2h ) E TE.

则有

V
õ

( t) ≤ 1
h 2∫

t

t- h∫
t

t- h
qT

1 (x t, Α, Β) # (Θ) q1 (x t, Α, Β) ×

dΑdΒ + qT
2 (et) 2 (Θ) q2 (et). (15)

　　令 Λ1 = 1öΕ1, Λ2 = 1öΕ2,由 Schu r补引理[9 ] ,并

考虑式 (7) 和 (8) ,可知式 (9) 和 (10) 等价于 # (Θ) <

0, 2 (Θ) < 0.

　　另一方面,式 (9) 可保证 3E TE + 2hΛ- 1
2 E T E -

I < 0成立,因而

E T E <
I

3 + 2hΛ- 1
2

< I.

　　与文献[ 10 ] 中定理 1的证明过程相似,可以得

出系统时滞相关渐近稳定的结论. □

　　注 1　由于对参数的依赖性,式 (9) 和 (10) 对

应的是无限维的线性矩阵不等式组. 借助于文献[ 2,

4 ] 的近似基函数和网格技术,可将其转化为有限维

的线性矩阵不等式组. 选取近似基函数∑
nf

j= 1
f j (Θ) ,则

有

P (Θ) = ∑
nf

j = 1
f j (Θ) P j > 0, R (Θ) = ∑

nf

j= 1
f j (Θ)R j.

(16)

因此,通过求解式 (9) , (10) 和 (16) 可得到基于观测

器的控制器. 为保证所得控制器对所有参数变化轨

迹满足要求,要对整个参数变化域作网格划分,尽可

能得到更多的网格点, 以保证参数线性矩阵不等式

组在每个网格点上都成立.

　　注 2　利用参数线性矩阵不等式 (9) , (10) 和

(16) ,可求出使系统渐近稳定所容许的最大时滞,也

可将Λ1和Λ2或二者之和作为一个优化变量. 即通过

求解如下凸优化问题:

m in Λ1 (o r Λ2) s. t. (9) , (10) , (16) , (17)

设计系统 (1) 的基于观测器的控制器, 且满足要求

的控制器增益矩阵可由式 (8) 求出.

4　数值仿真
　　考虑具有随参数变化状态时滞的L PV 系统

xα( t) =

0. 2Θ 0. 5 + 0. 1Θ( t)

1 - 1 + 0. 3 Θ( t)
x ( t) +

0. 3 + 0. 1Θ( t) 0. 2

0. 2 0. 3 + 0. 1Θ( t)
x ( t -

h ) +
0. 1 0

0 0. 1
xα( t - h ) +

0. 3

0. 3
u ( t) ,

z ( t) =
1

1
x ( t).

其中 Θ( t) = sin ( t) 为时变参数,满足

Θ( t) ∈ [ - 1, 1 ], Θα( t) ∈ [ - 1, 1 ].

　　本例的目的是求出使闭环系统渐近稳定的基

于观测器的状态反馈控制器. 根据文献 [ 4 ] 选取近

似基函数 f 1 (Θ) = 1, f 2 (Θ) = Θ( t). 于是有

P (Θ) = P 1 + Θ( t) P 2, R (Θ) = R 1 + Θ( t)R 2.

　　用网格技术将参数的变化区域均匀划分为 9×

9网格,求得系统稳定所容许的最大时滞为4. 004 7,

相应的控制器和观测器增益矩阵分别为

K (Θ) = [ - 1. 646 2　1. 440 2 ] +

Θ( t) [ 0. 367 5　 - 0. 876 5 ],

L (Θ) =
0. 000 2 - 0. 004 3Θ( t)

- 0. 016 5 - 0. 001 0Θ( t)
→

←
- 0. 491 1 - 0. 001 0Θ( t)

0. 022 1 - 0. 006 6Θ( t)

- 1

[ 1　1 ].

相应的标量值分别为

Λ1 = 2. 964 6× 107, Λ2 = 2. 473 9× 107.

　　两个标量值Λ1和Λ2的倒数代表了L yapunov函
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数中与时滞大小相关的项,其值越大,时滞对稳定性

条件的影响越小. 表 1 给出了不同时滞下用式 (17)

求得的最优标量值,这里以二者之和作为优化目标.

表 1　时滞与两个标量的关系

时滞 h Λ1 Λ2 K (Θ)

1 3. 044 0 2. 995 2 K 1 (Θ)

2 8. 763 0 8. 651 4 K 2 (Θ)

3 31. 357 0 31. 105 0 K 3 (Θ)

3. 5 79. 861 1 79. 277 8 K 4 (Θ)

　　表中的控制器分别为

K 1 (Θ) = [ - 2. 535 2　2. 230 1 ] +

Θ( t) [ 0. 268 9　 - 0. 847 0 ],

K 2 (Θ) = [ - 2. 112 7　1. 737 3 ] +

Θ( t) [ 0. 250 8　 - 0. 849 5 ],

K 3 (Θ) = [ - 1. 842 7　1. 574 1 ] +

Θ( t) [ 0. 334 4　 - 0. 888 8 ],

K 4 (Θ) = [ - 1. 736 0　1. 501 5 ] +

Θ( t) [ 0. 353 2　 - 0. 883 8 ].

5　结　　论
　　本文针对一类中立时滞线性参数变化系统,提

出了新的依赖于时滞的稳定性准则,并给出了基于

观测器的状态反馈控制器的设计方法. 数值仿真结

果表明,本文所提出的方法是可行的.
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