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连续回滞系统的模型参考自适应控制
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摘 　要: 采用Stop 和P lay算子表示的P randtl2Ish linsk ii回滞模型描述回滞特性,该模型便于实现控制器的设计. 考

虑带有未知回滞驱动且以状态空间形式表示的连续时间线性动态系统,给出了模型参考自适应控制设计方案. 控制

策略保证闭环系统的全局稳定性和期望的跟踪精度,有效地抑制回滞产生的不精确和振荡现象. 数值仿真结果表明

了控制算法的有效性.
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Abstract: T he P randtl2Ish linsk ii model exp ressed by p lay and stop operato rs is used to describe the unknow n hys2
teresis, w h ich is conven ien t fo r con tro ller design. Fo r the con tinuous2t im e linear dynam ic con tro l system s in sta te

space fo rm p receded by the unknow n hysteresis, a model reference adap tive con tro l app roach is p ropo sed. T h is

adap tive con tro l law ensures global stab ility of the clo sed2loop system and the track ing w ith a desired p recision. T he

undesirab le inaccuracies and o scilla t ions caused by the unknow n hysteresis can be m itigated effectively. T he effec2
t iveness of the p ropo sed m ethod is demonstra ted th rough a sim ulation examp le.
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1　引　　言
　　随着各种精密加工和生产设备等对控制精度和

速度的不断提高,以压电陶瓷等功能材料为核心的

先进传感和驱动技术以及由此产生的回滞现象,成

为一个新的研究方向. 回滞现象广泛存在于物理系

统和生产设备,它描述了各类系统中输入与输出之

间的一种特殊性质[1 ]: 对于相同的输入 x ( t) , 输出

f ( t)可以为多值,即输出 f ( t)从某初始时刻 ( t3 )开

始, 不仅依赖于输入 x ( t) ( t> t3 ) ,而且依赖于系统

以前的状态. 回滞现象的不可积性,严重影响了实

际系统的性能,并可能引起系统振荡,造成系统不稳

定. 回滞对非线性系统性能的影响以及消除回滞的

控制策略,已引起国内外控制界的高度重视.

　　为了削弱回滞对系统的影响,传统的控制策略

是建立逆回滞模型[2 ] ,但这种策略对模型参数的依

赖性较强,使得在实际应用中受到限制. 另外,逆回

滞的建立依赖于系统回滞特性和未知参数的变化,

使其在特定情况下很难分析系统的稳定性. 回滞模

型既要实现回滞特性的精确表征,又要便于控制设

计和实时应用. 目前描述回滞的模型主要有

P reisach 模型、E2J 模型、D uhem 模型、P randt l2Ish2
lin sk ii模型 (简称 P2I模型)等[1, 3～ 5 ], 其应用场合各



不相同.

　　本文考虑一类带回滞驱动的连续线性系统,根

据参考模型的匹配条件,采用P2I模型表征回滞系

统. 其优势在于应用Stop 算子和P lay算子表征回滞

特性,将鲁棒自适应控制策略与回滞模型相结合[6 ] ,

实现模型参考自适应控制器的设计,解决了系统稳

定性分析和证明等问题. 仿真结果表明,这种控制

方法能有效削弱回滞的影响,并可保证期望的跟踪

精度.

2　回滞模型
　　本文采用P2I模型[5 ]来表示回滞非线性. P2I模

型是P reisach 模型的一个子集,由Stop 算子和P lay

算子组成. 首先介绍P2I模型中用到的两个基本算

子.

2. 1　Stop算子和 Play算子[4, 5 ]

　　第 1个算子是阈值为 r的 Stop 算子,可表示为

w ( t) = E r [v ] ( t). 当应力w 小于阈值 r时,应变v和

应力w 之间满足Hooke定律. 一旦应力达到了阈值

r,随着 v 的增加,w 保持为常数. 反之,当应变小于

阈值 r时,其弹力特性会马上恢复.

　　设Cm [ 0, tE ]为分段单调连续的泛函空间,任意

输入 v ( t) ∈Cm [ 0, tE ]. 对于分段单调的输入 v , S top

算子的输入 2输出特性可表示为以下解析形式:

　　对于任意 r≥ 0, Stop 算子定义为

w (0) = er (v (0) ) ,

w ( t) = er (v ( t) - v ( ti) + w ( ti) ) ,

ti < t≤ ti+ 1, 0≤ i≤N - 1. (1)

其中: er (v ) = m in (r,m ax (- r, v ) ) , 0 = t0 < t1 < ⋯

< tN = tE 为 [ 0, tE ] 的一个分割, 输入 v 在每个 [ ti,

ti+ 1 ]内单调. Stop 算子的主要特性由阈值参数 r所

决定, 其值的大小决定了算子在 (v ,w ) 平面回滞区

域的高度.

　　另一个基本回滞非线性算子是 Play 算子w ( t)

= F r [v ] ( t). 类似于 Stop 算子,对于任意给定的输

入 v ( t) ∈Cm [ 0, tE ],带阈值 r的P lay算子F r定义为

　　　
w (0) = f r (v (0) , 0) ,

w ( t) = f r (v ( t) ,w ( ti) ) , t i < t≤ ti+ 1,

0≤ i≤N - 1. (2)

其中: f r (v ,w ) = m ax (v - r,m in ( (v + r) ,w ) ) , 0

= t0 < t1 < ⋯ < tN = tE为[ 0, tE ]的一个分割,输入

v 在每个[ ti, ti+ 1 ] 内单调.

　　根据式 (1) 和 (2) 的定义,易证 P lay算子 F r是

Stop算子E r的补,即对于任意分段单调函数v ,当任

意 r≥ 0时,两个算子满足如下关系:

E r [v ] ( t) + F r [v ] ( t) = v ( t). (3)

2. 2　P- I模型[5 ]

　　类似于 P reisach 模型, P2I模型定义为

w ( t) =∫
R

0
p (r) E r [v ] ( t) d r. (4)

其中: E r 是 Stop 算子; p (r) 是其密度函数, 满足

p (r) ≥0,∫
∞

0
rp (r) d r < ∞;密度函数p (r) 可通过实

验辨识得到.

　　利用该定义的回滞方程, 实现从 C [ t0,∞) 到

C [ t0,∞) 的算子变换,即由L ip sch itz连续输入得到

L ip sch itz连续输出. 当 r→∞时,密度函数 p (r) →

0.

　　由于 P lay 算子 F r是 Stop 算子 E r的补, P2I模

型又可表示为

w ( t) = p 0v ( t) -∫
R

0
p (r) F r [v ] ( t) d r. (5)

其中 p 0 =∫
R

0
p (r) d r为常数,其值的大小依赖于密度

函数.

　　本文将回滞输出w ( t) 表示为

w ( t) = p 0v ( t) - d [v ] ( t) , (6)

其中

d [v ] ( t) =∫
R

0
p (r) F r [v ] ( t) d r.

3　问题与假设
　　考虑如下带回滞驱动的连续线性系统,其规范

形为

Xα
p ( t) = A pX p ( t) + Bw ( t). (7)

其中w ( t) 作为系统输入,即系统模型可表示为

Xα
p ( t) = A pX p ( t) + B (p 0v ( t) - d [v ] ( t) ). (8)

其中: v 为回滞输入,w 为回滞输出.

　　设计的控制目标是让式 (7) 中的X p ( t) 跟踪下

式中的参考信号Xm ( t) ,即

Xα
m ( t) = AmXm ( t) + B r ( t). (9)

其中: r ( t) 为期望的输入轨迹,Am 为 R n×n 中的渐近

稳定矩阵,并满足

det (sI - Am ) = R m (s) = (s + k )R (s) , k > 0,

其中R (s) 为H u rw itz多项式.

　　系统 (7) 和参考系统 (9) 满足以下假设条件:

　　假设1　A p∈R n×n为未知矩阵,B ∈R n已知,存

在未知矢量 Α∈R n ,其中 (A p ,B ) 可控,且满足

A p + B ΑT = Am. (10)

　　假设 2　存在已知常数 p 0 m in和 p m ax ,满足 p 0 >

p 0 m in;对于任意 r∈ [ 0, R ],满足 p (r) ≤ pm ax.

4　控制器设计
　　为了便于控制器的设计,将矢量方程化简为标

量误差形式. 引入如下引理,其证明参见文献[ 7 ].
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　　引理 1　设

　　　Xα= AX + bv ,

　　　a (s) = det (sI - A ) = (s + k )R (s).

其中: A 渐近稳定, (A , b) 可控, a (s) 为其特征多项

式, k > 0. 则:

　　1) 存在 h 使得

hT (sI - A ) - 1b =
1

s + k
. (11)

　　2) 若 x = hTX ,则:

　　① x ∈L ∞] X ∈L ∞;

　　② 若lim
t→∞

x ( t) = 0,则

lim
t→∞

X ( t) = 0.

　　定义被控系统和参考模型之间的误差 E = X p

- Xm. 通过式 (7) , (8) 和 (10) 可得

Eα= Am E + B (w ( t) - r - ΑTX p ). (12)

根据引理 1,可将矢量方程转化为标量误差形式,即

存在 h 使得

hT (sI - Am ) - 1B =
1

s + k
. (13)

于是,标量误差可定义为

ec = hT E. (14)

对式 (12) 作L ap lace变换,可得

E (s) = (sI - A m ) - 1B (w (s) - r (s) - ΑX r (s) ).

两边同时乘以 hT ,并应用式 (13) 和 (14) ,可得

ec (s) =
1

s + k
(w (s) - r (s) - ΑX p (s) ).

当初值为 0时,式 (12) 可变换为

eαc = - kec + (w ( t) - r - ΑTX p ).

　　对误差 ec取其调整误差

eΕ = ec - Εsa t (ecöΕ).

其中: Ε为任意正常数, sa t (õ) 为饱和函数,定义为

sa t (z ) =

1, z ≥ 1;

z , - 1 < z < 1;

- 1, z ≤- 1.

　　根据假设 1可知,A p ∈R n×n未知,B ∈R n已知,

其中 (A p ,B ) 可控. 根据式 (10) 的匹配条件 (其中矢

量 Α∈R n 未知) 可以在线估计.

　　设计自适应控制律,定义如下变量:

Η
～

= Η
^

- Η, <
～

= <
^

- <.
p� ( t, r) = p

δ( t, r) - p (r) , r∈ [ 0, R ].

其中: ΗΧ ΑT p - 1
0 , Η

^

是Η的估计值, <= p - 1
0 , <

^

为 <的
估计值, p

δ( t, r) 为回滞密度函数 p (r) 的估计值.

　　设

B (v ( t) ) Χ∫
R

0

p (r)
p 0 m in

ûF r [v ] ( t) ûd r,

其估计值B
δ( t) 定义为

B
δ(v ( t) ) Χ∫

R

0

p
δ( t, r)
p 0 m in

ûF r [v ] ( t) ûd r.

则其误差为

B� ( t) =∫
R

0

1
p 0 m in

(p
δ( t, r) - p (r) ) ûF r [v ] ( t) ûd r.

　　根据被控系统和参考模型,采用如下控制律和

自适应律:

v ( t) = <
^

r + Η
^

TX p + v h ( t). (15)

其中

v h ( t) = - sa t (ecöΕ)B
δ( t) , (16)

Η
^
õ

= - ΚeΕX p , <
^
õ

= - ΓeΕr, (17)

5
5t

p� ( t, r) = P ro j(pδ( t, r) , q
ûF r [v ] ( t) û

p 0 m in
ûeΕû ).

(18)

P ro j(õ, õ) 为投影算子,定义为

P ro j(pδ( t, r) , q
ûF r [v ] ( t) û

p 0 m in
ûeΕû ) =

0, pδ( t, r) = pm ax ,

q
ûF r [v ] ( t) û

p 0 m in
ûeΕû , 0≤ pδ( t, r) < pm ax.

(19)

　　定理 1　对于带有回滞驱动 (5) 的连续线性系

统 (7) ,在假设 1和 2的基础上,采用控制律 (15) 及

自适应律 (17) 和 (18) ,可以实现:

　　1) 状态矢量有界;

　　2) 当 t≥ t0时,调整精度Ε使状态矢量X p ( t) 收

敛到Xm ( t).

　　证明　定义如下L yapunov函数:

V ( t) =
1
2 [

1
p 0

e2
Ε +

1
ΚΗ
～

T Η
～

+
1
Γ <
～

2 +

1
q∫

R

0
p
�2 ( t, r) d r ]. (20)

当 ûecû = Ε时, eΕ= 0;当 ûecû ≤Ε时,对于所有的 ec,

函数V 的导数V
õ
满足

V
õ

( t) = 0, ûecû ≤ Ε. (21)

当 ûecû > Ε时,满足 ece
α
c = eΕe

α
c. 于是

V
õ

( t) =

- k
p 0

eΕec +
eΕ

p 0
(p 0v ( t) - d [v ] ( t) - r - ΑTX p ) +

1
ΚΗ
～

T Η
^
õ

+
1
Γ <
～

<
^
õ

+
1
q∫

R

0
p� ( t, r) 5

5t
p� ( t, r) d r.

将控制律 (15) 和自适应律 (17) 代入,化简可得

V
õ

( t) =
- k
p 0

eΕec + eΕv h ( t) -
eΕ

p 0
d [v ] ( t) +

1
q∫

R

0
p� ( t, r) 5

5t
p� ( t, r) d r.

根据控制器设计,可得
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　　　　eΕv h ( t) -
eΕ

p 0
d [v ] ( t) ≤

　　　　 -
ûeΕû
p 0 m in∫

R

0
p
� ( t, r) ûF r [v ] ( t) ûd r.

　　根据式 (19) , 可知 p
� ( t, r) ≥ 0. 若 r 是 R m ax <

[ 0, R ]的子集,满足R m ax = {r: p
δ( t, r) = p m ax},根据

自适应律 (18) 和 (19) ,可得

P ro j(pδ( t, r) , q
ûF r [v ] ( t) û

p 0 m in
ûeΕû ) = 0.

使得

1
q∫

R

0
p� ( t, r) P ro j(pδ( t, r) , q

ûF r [v ] ( t) û
p 0 m in

ûeΕû ) d r -

ûeΕû
p 0 m in∫

R

0
p
� ( t, r) ûF r [v ] ( t) ûd r≤ 0.

　　若 r∈R c
m ax (R c

m ax是R m ax在[ 0, R ]中的补集) ,且

0≤ p
δ( t, r) < pm ax,根据自适应律 (19) 可得

P ro j(pδ( t, r) , q
ûF r [v ] ( t) û

p 0 m in
ûeΕû ) =

q
ûF r [v ] ( t) û

p 0 m in
ûeΕû.

使得

1
q∫

R

0
p� ( t, r) P ro j(pδ( t, r) , q

ûF r [v ] ( t) û
p 0 m in

ûeΕû ) d r -

ûeΕû
p 0 m in∫

R

0
p
� ( t, r) ûF r [v ] ( t) ûd r = 0.

根据以上分析,可得

V
õ

( t) ≤ - k
p 0

e2
Ε. (22)

　　从方程 (20)～ (22) 可知误差 eΕ收敛到 0. 根据

eΕ的定义,可得 ec ( t) 有界且收敛到 Εsa t (ecöΕ). 即若

X (0) 有界,则当 t≥0时, X ( t) 有界,且以误差为Ε实
现跟踪参考模型Xm ( t). □

　　值得注意的是, 此控制策略在实际应用中, 状

态变量应为可取的,即为可估计或可测的.

5　仿真实例
　　 采用文献[ 6 ] 中的实际仿真系统模型, 总惯量

为 0. 07 kgõm 2的 0. 54 m 长的柔性转轴,其阻尼比

为 0. 05,顶端的一阶振动形状为 - 2. 91. 仅考虑一

阶振动和刚性运动,在此情况下, 4个状态变量可以

直接测得. 实际上,只需测量轴的速度和转轴顶端一

次固有频率振动信号即可. 设系统模型为 X
õ

p =

A pX p + Bw ( t) , y = CX p ,其中w ( t) 为回滞驱动的输

出. 应用Beam 理论[8 ] 可得

A p =

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 - 4 840 - 6. 96

,

B = [0　 1
0. 07
　0　 2

0. 07 ],

C = [ 0. 54　0　 - 2. 91　0 ].

该系统可测且可观. 考虑对闭环系统进行极点配置

为稳定参考模型. 其动态模型的极点为 [ - 3. 48 +

69. 48i, - 3. 48 - 69. 48i, 0, 0 ]′,零点为[ - 21. 90,

22. 61 ]′,其增益为 - 75. 43. 设期望的极点为[ - 2,

- 20, - 25 + 40i, - 25 - 40i]′,则相应的参考系

统模型Am 和 Α为

Am =

0 1 0 0

- 18. 4 - 10. 5 783. 2 - 27. 3

0 0 0 1

- 36. 8 - 21 - 3 273. 6 - 61. 5

,

Α= [ - 1. 28　 - 0. 74　54. 83　 - 1. 91 ]′.

根据引理 1,可得

h = [ 0. 65　0. 05　3. 94　0. 02 ]′.

　　采用自适应律 (15)～ (19) , 设 q = 0. 35, Κ=

4. 4, Γ= 0. 46, Ε= 0. 03.

　　在此仿真模型中,w ( t) 为由 P2I模型表示的回

滞输出,密度函数为 p (r) = ae- b (r- Ρ) 2

. 设 a = 0. 5, b

= 0. 001 05, Ρ = 2. 仅为方便,选取R = 100作为积

分上限. 根据回滞密度函数,可得

p 0 =∫
100

0
p (r) d r = 4. 403 9.

　　设参考输入信号为 r ( t) = 5. 5 m in (2. 5t) ,系统

的初始状态为 X p 0 = [ 1. 0　0. 2　0　1 ]T , Xm 0 =

[ 0　0　0　0 ]T ,其仿真结果见图 1和图 2.

　　图 1为系统与参考模型输出之间的跟踪误差,

图 1　系统与参考模型输出之间的跟踪误差

vh ≠ 0和不带控制项 vh = 0

图 2　系统控制输入 vh ≠ 0和不带控制项 vh = 0
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图 2为系统控制输入, 由图可以看出回滞对系统的

影响. 本文设计的控制器能有效抑制回滞的影响,并

保证期望的跟踪效果.

6　结　　语
　　在实际应用中,由于回滞的存在,使得物理系统

的控制性能受到影响. 本文针对带有回滞驱动的连

续线性系统,提出一种鲁棒自适应控制策略,其控制

器的设计保证了闭环系统的全局稳定性,并有效抑

制了回滞的影响,保证了理想的跟踪精度. 仿真结果

证明了控制算法的正确性和有效性.
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