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带阶跃扰动的线性时滞系统最优无静差控制
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摘　要: 研究线性时滞系统在阶跃扰动作用下的最优控制问题. 首先基于内模原理构造扰动补偿器,以完全消除阶

跃扰动对系统的影响,并将原系统的最优无静差扰动抑制问题转化为无扰动最优控制问题;然后利用灵敏度方法,求

得由精确的解析项和伴随向量级数形式补偿项组成的最优控制律,通过截取伴随向量级数的有限项和,可得到次优

无静差控制律. 仿真实例验证了该方法的有效性.
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Abstract: T he op tim al con tro l fo r linear system s w ith tim e2delay affected by addit ive step distu rbances is considered.

Based on the in ternal model p rincip le, a distu rbance compensato r is constructed to cancel the distu rbances comp lete2
ly. T he op tim al distu rbance reject ion p rob lem w ith zero steady2sta te erro r fo r t im e2delay system s affected by distu r2
bances is transfo rm ed to an op tim al con tro l p rob lem w ithou t distu rbances. T hen, using the sensit ivity app roach, the

op tim al con tro l law is ob tained consist ing of an analytic sta te feedback term and a compensation term w h ich is a se2
ries sum of the adjo in t vecto rs. By in tercep ting fin ite sum of the adjo in t vecto rs series, a subop tim al feedback con tro l

law w ith zero steady2sta te erro r is ob tained. A sim ulation examp le show s the validity of the algo rithm.

Key words: Op tim al con tro l; In ternal model con tro l; T im e2delay; D istu rbance reject ion; Sensit ivity app roach

1　引　　言
　　控制系统通常会受到外部扰动的影响,阶跃扰

动是最常见的扰动形式之一. 例如,电力系统中电压

的突然跳动,过程控制系统中流量的突然增大或减

小,飞机姿态控制系统中遇到的常值阵风扰动[1 ]等,

都可视为阶跃扰动. 这些干扰不仅能使系统的工作

点发生漂移,而且会使系统的动态和稳态性能变差,

甚至造成系统失稳. 在控制系统中加入前馈控制可

补偿干扰对系统输出的影响[2 ] ,但用前馈控制补偿

干扰对系统输出的影响不是最优控制策略[3, 4 ] ,也不

能解决不稳定扰动的情形,达到无静差最优控制的

目的.

另一方面,时滞现象广泛存在于化工过程、生物

和经济等系统. 时滞系统基于二次型性能指标的最

优控制问题,往往导致求解一组既含有超前项又含

有时滞项的两点边值问题,对这类问题无论求其精
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确解还是数值解都是非常困难的. 近年来,时滞系统

的最优控制问题和近似最优控制问题受到控制界的

重视,并取得了一些成果[5～ 9 ],但对于受扰时滞系统

的最优无静差控制问题的研究,还未见相关文献报

道.

本文研究线性时滞系统在阶跃扰动作用下的最

优控制问题. 为实现无静差扰动抑制,首先利用内模

原理构造一种无静差扰动补偿器,并将受扰时滞系

统的最优无静差扰动抑制问题转化为无扰动增广系

统的最优控制问题; 然后通过引入灵敏度参数Ε,将

系统变量围绕原点处展开M aclau rin 级数, 使得上

述最优控制问题简化为求解不含超前项和时滞项的

无穷级数问题,从而求得增广系统的次优控制律,进

而得到原系统的次优无静差控制律.

2　问题描述
　　考虑如下有阶跃扰动的线性时滞系统:

xα( t) = A x ( t) + A 1x ( t - Σ) +

　　　B u ( t) + D v ( t) , t > 0;

x ( t) = <( t) , - Σ≤ t≤ 0.

(1)

其中: x ∈R n 为状态向量, u ∈R m 为控制向量, v ∈

R m 为扰动向量,A ,A 1,B ,D 为适当维数的常量矩

阵, <( t) 为已知的连续初始向量函数, Σ> 0为常数

时滞项.

系统 (1) 受阶跃扰动的影响, 如果选取无限时

间二次型性能指标,其性能指标函数是不收敛的,因

为当 t→∞时,状态向量x 和控制向量u至少有一个

不趋于零.

下面通过构造一种扰动补偿器, 寻求能保证性

能指标收敛的最优无静差控制律.

3　扰动补偿器的设计
　　 利用内模原理构造扰动补偿器, 将系统 (1) 转

化为无扰动的增广系统, 并选取其无限时间二次性

能指标, 从而将系统 (1) 的最优无静差扰动抑制问

题转化为设计增广系统的最优调节器问题.

假设 1　矩阵对 (A ,B ) 是完全可控的.

假设 2　系统 (1) 的扰动满足匹配条件,即

R ank B = R ank D = R ank [B 　D ] = m . (2)

　　由假设 2知,存在唯一可逆矩阵M ∈R m×m ,使

得D = BM 成立. 从而系统 (1) 可以写成

xα( t) = A x ( t) + A 1x ( t - Σ) +

　 　　B [u ( t) + w ( t) ], t > 0;

x ( t) = <( t) , - Σ≤ t≤ 0.

(3)

其中w ( t) = M v ( t) ,可视为等价的m 维扰动向量.

令

z ( t) = u ( t) + w ( t) , (4)

则有

zα( t) = uα( t). (5)

　　定义新的状态向量 xθ 和控制向量 uθ为
xθ ( t) = [x T ( t)　z T ( t) ]T ,

uθ ( t) = uα( t).
(6)

由式 (3) , (4) 和 (6) 可得到 n + m 维增广系统

xθ
õ

( t) = Aϖxθ ( t) + Aϖ1xθ ( t - Σ) +

　　　　Bϖuθ ( t) , t > 0;

xθ ( t) = <
-

( t) , - Σ≤ t≤ 0.

(7)

其中

Aϖ =
A B

0 0
, Aϖ1 =

A 1 0

0 0
, Bϖ =

0

I
, (8)

I 为m 阶单位阵. n + m 维增广系统的结构如图 1所

示.

图 1　增广系统结构

对系统 (7) 选取性能指标

J =
1
2∫
∞

0
[xθT ( t)Q xθ ( t) + uθT ( t)R uθ ( t) ]d t. (9)

其中: Q = B lock2diag{Q 0,Q 1},Q 0是半正定矩阵,Q 1

和R 是正定矩阵, 且Q 0 满足通常的最优调节器条

件.

至此, 最优无静差控制问题便转化为寻找最优

控制律 uθ3 ( t) ,使 J 取得最小值的最优调节器问题.

4　最优无静差控制器的实现
　　根据极大值原理,系统 (7) 关于性能指标 (9) 的

最优控制问题的必要条件, 导致求解下列两点边值

问题:

xθ
õ

( t) = Aϖxθ ( t) + Aϖ1xθ ( t - Σ) - S Κ( t) ,

- Κα( t) = Q xθ ( t) + AϖT Κ( t) + AϖT
1 Κ( t + Σ) ,

xθ ( t) = <
-

( t) , - Σ≤ t≤ 0,

Κ(∞) = 0.

(10)

其中 S = BϖR - 1BϖT. 其最优控制律可描述为

uθ3 ( t) = - R - 1BϖT Κ( t). (11)

　　问题 (10) 为既含时滞项又含超前项的非齐次

两点边值问题, 这类问题无论是求精确解还是求数

值解都非常困难. 为求解两点边值问题 (10) ,引入与

t无关的实标量灵敏度参数 Ε,将问题 (10) 转化为如

下两点边值问题:
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xθ
õ

( t, Ε) =

Aϖxθ ( t, Ε) - S Κ( t, Ε) + ΕAϖ1xθ ( t - Σ, Ε) ,

- Κα( t, Ε) =

Q xθ ( t, Ε) + AϖT Κ( t, Ε) + ΕAϖT
1 Κ( t + Σ, Ε) ,

xθ ( t, Ε) = <
-

( t) , - Σ≤ t≤ 0,

Κ(∞, Ε) = 0.

(12)

含有灵敏度参数 Ε的最优控制律为
uθ3 ( t, Ε) = - R - 1BϖT Κ( t, Ε) , (13)

其中 0≤ Ε≤ 1.

假设 uθ ( t, Ε) , xθ ( t, Ε) 和 Κ( t, Ε) 在 Ε= 0处关于 Ε
无限可微,则它们关于 Ε的M aclau rin级数展开式为

　　　　 (õ) ( t, Ε) = ∑
∞

i= 0

Εi

i!
(õ) ( i) ( t). (14)

其中

(õ) ( i) ( t) = 5 i (õ) ( t, Ε) ö5Εiû Ε= 0.

　　以下讨论总是假设上述各级数在 Ε= 1 处收

敛. 显然,含灵敏度参数 Ε的两点边值问题 (12) 在 Ε
= 1处的解等价于两点边值问题 (10) 的解. 最优控

制律 uθ3 ( t) 由 uθ ( t, 1) 的无限和得到,即

uθ3 ( t) = uθ ( t, 1) = ∑
∞

i= 0

1
i. uθ ( i) ( t). (15)

　　定理 1　系统 (1) 满足性能指标 (9) 的动态最

优控制律为下列微分方程的解:

zζ
õ

( t) = - R - 1P 2x ( t) - R - 1P 3 [zζ ( t) +

　　　 M v ( t) ] - R - 1BϖT∑
∞

i= 1

1
i!

g i ( t) ,

u 3 ( t) = zζ ( t).

(16)

其中 g i ( t) 为第 i阶伴随向量,由下式求得:

g 0 ( t) = 0,

gαi ( t) =

- (AϖT - PS ) g i ( t) - iPAϖ1xθ ( i- 1) ( t - Σ) -

iAϖT
1 [P xθ ( i- 1) ( t + Σ) + g i- 1 ( t + Σ) ],

g i (∞) = 0, i = 1, 2,⋯.

(17)

P 是下列R iccat i矩阵方程的唯一正定解:

AϖT P + PAϖ - PS P + Q = 0. (18)

第 i阶状态向量 xθ ( i) ( t) 由下列第 i阶状态方程确定:

　　
xθ
õ

(0) ( t) = (Aϖ - S P ) xθ (0) ( t) ,

xθ (0) ( t) = <
-

( t) , - Σ≤ t≤ 0;
(19a)

　　

xθ
õ

( i) ( t) = (Aϖ - S P ) xθ ( i) ( t) +

　　　　iAϖ1xθ ( i- 1) ( t - Σ) - S g i ( t) ,

xθ ( i) ( t) = 0, - Σ≤ t≤ 0, i = 1, 2,⋯.

(19b)

　　证明　将式 (14) 代入 (12) , 并令等式两边无

穷级数和关于 Ε的同次项对应相等, 可得两点边值

问题族

xθ
õ

(0) ( t) = Aϖxθ (0) ( t) - S Κ(0) ( t) ,

- Κα(0) ( t) = Q xθ (0) ( t) + AϖT Κ(0) ( t) ,

xθ (0) ( t) = <
-

( t) , - Σ≤ t≤ 0,

Κ(0) (∞) = 0.

(20)

以及

xθ
õ

( i) ( t) = Aϖxθ ( i) ( t) - S Κ( i) ( t) +

　　　　iAϖ1xθ i- 1 ( t - Σ) ,

- Κα( i) ( t) =

Q xθ ( i) ( t) + AϖT Κ( i) ( t) + iAϖT
1 Κ( i- 1) ( t + Σ) ,

xθ ( i) ( t) = 0, - Σ≤ t≤ 0,

Κ( i) (∞) = 0, i = 1, 2,⋯.

(21)

同理, 将式 (14) 代入 (13) , 可得控制项 uθ ( i) ( t) 的表

达式

uθ ( i) ( t) = - R - 1BϖT Κ( i) ( t) , i = 0, 1,⋯. (22)

　　下面讨论 uθ ( i) ( t) 的求法. 令

Κ( i) ( t) = P xθ ( i) ( t) + g i ( t) , i = 0, 1,⋯. (23)

由式 (20) 和 (23) 可得关于 P 的 R iccat i矩阵方程

(18). 由矩阵对 (A ,B ) 可控,易证 (Aϖ,Bϖ) 可控,且Q 0

满足最优调节器条件,因此R iccat i矩阵方程 (18) 有

唯一正定解 P. 由式 (23) , (20) 和 (21) 即得 (19a) 和

(19b). 对式 (23) 两边求导并将 (19b) 代入,得

Κα( t) =

(PAϖ - PS P ) xθ ( i) ( t) + iPAϖ1xθ ( i- 1) ( t - Σ) -

PS g i ( t) + gαi ( t) , i = 1, 2,⋯. (24)

比较式 (21) , (23) 和 (24) ,即得求解 g i ( t) 的伴随方

程 (17).

由线性系统最优控制理论知,矩阵 (Aϖ - S P ) 的

所有特征值都具有负实部. 所以对式 (17) 反向积分

可得到 g i ( t) 的解表达式

g i ( t) = i∫
∞

t
e (AϖT - PS ) (r- t) [PAϖ1xθ ( i- 1) (r - Σ) +

AϖT
1 P xθ ( i- 1) (r + Σ) + AϖT

1 g i- 1 (r + Σ) ]d r,

i = 1, 2,⋯. (25)

其中xθ ( i- 1)和g i- 1是已知的激励函数,所以求解g i的

过程是一个求解既无时滞项又无超前项的线性递推

过程.

式 (23) 代入 (22) 可求得

uθ ( i) ( t) = - R - 1BϖT [P xθ ( i) ( t) + g i ( t) ],

i = 1, 2,⋯. (26)

式 (26) 代入 (15) 即得系统 (7) 关于性能指标 (9) 的

最优控制律

　uθ3 ( t) = - R - 1BϖT [P xθ ( t) + ∑
∞

i= 1

1
i!

g i ( t) ]. (27)
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　　设 P =
P 1 P T

2

P 2 P 3

,则式 (27) 可表示为

uθ3 ( t) = - R - 1P 2x ( t) - R - 1P 3z ( t) -

R - 1BϖT∑
∞

i= 1

1
i!

g i ( t). (28)

由式 (3) 和 (6) 中第 2式以及 (28) 即可得到系统 (1)

的最优控制律 (16). □

注 1　 在实际控制系统的最优控制律的设计

中,∑
∞

i= 1

1
i!

g i ( t) 不可能精确求出,只能截取级数的前

N 项和来近似其精确最优控制律, 即得到系统 (1)

的N 阶动态无静差次优控制律

zζ
õ

( t) = - R - 1P 2x ( t) - R - 1P 3 [zζ ( t) +

　 　 　M v ( t) ] - R - 1BϖT∑
N

i= 1

1
i!

g i ( t) ,

uN ( t) = zζ ( t).

(29)

　　注 2　实际应用中,求取级数近似解的项数N

可按以下规则确定次优控制迭代的次数: 给定常数

∆ > 0,每迭代一次,便计算性能指标 J i. 当

J i- K - J i

J i
< ∆ (30)

时,取N = i,其中 K 为某个正整数. 从而得到次优

控制律 uN.

注 3　如果系统无时滞,即Aϖ1 = 0,则由式 (25)

可得 g i ( t) ≡ 0 ( i = 1, 2,⋯) ,说明式 (29) 中最后一

项的作用是补偿时滞对系统的影响.

注 4　式 (29) 等号右边只有最后一项为近似

解, 如果时滞较小或 g i 衰减较快, 则次优控制律

(29) 在较小的迭代次数N 时可逼近最优控制.

5　仿真实例
　　考虑由系统 (1) 描述的二阶系统和式 (9) 描述

的性能指标. 其中

A =
0 1

- 1 - 2
, A 1 =

0 0. 8

- 0. 1 1
,

B =
1

0
, D =

1

0
, Q = I , R = 1,

Σ= 1, v ( t) = 1, Υ( t) = [ 1　0 ]T.

　　由仿真计算知,当 i = 0, 1, 2, 3时,性能指标分

别为 J 0 = 2. 394 5, J 1 = 2. 247 7, J 2 = 2. 117 4, J 3

= 2. 110 2, 显然有J 0 > J 1 > J 2 > J 3. 若给定∆=

0. 005,则 û (J 2 - J 3) öJ 3û = 0. 002 5 < ∆. 因此可取
u 3 ( t) 作为系统 (1) 关于性能指标 (9) 的次优控制

律. 图 2和图 3分别给出了不同迭代次数下状态变

量第 1个分量和控制量 u ( t) 的仿真曲线.

通过计算结果和仿真曲线可以看出,迭代次数 i

越大,系统的性能越好,并且次优控制律收敛于最优

图 2　不同迭代次数下的状态曲线

图 3　不同迭代次数下的控制律曲线

控制的速度较快.

6　结　　论
　　本文利用内模原理构造了扰动补偿器,以精确

抵消阶跃扰动对系统的影响; 并且利用灵敏度方法

设计了能补偿状态时滞对系统影响的最优控制器.

仿真结果表明,该方法对阶跃扰动能实现最优无静

差扰动抑制,算法易于实现,且次优控制律收敛于最

优控制的速度较快.
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T rans on A u tom atic Control, 2005, 50 (1) : 952100.
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表 2　人体健康状况的广义决策表

论 域

属 性 值 域

职业
职业
类型
工作
强度
体育
活动
身体
状况

决策值

5A

u1 教师 脑力 强 # 不好 {不好}

u2
科研
人员
脑力 强 # 不好 {不好}

u3
科研
人员
脑力 中

球类
田径
好 {好}

u4 3 3 3 球类 一般 {好,一般}

u5 工人 体力 弱 3 一般 {好,一般}

u6 工人 体力 中 球类 好 {好,一般}

u7 工人 体力 弱 田径 好 {好,一般}

表 3　决策表所包含的规则

规则 条　　件 结论

r1
(职业,教师) ∧ (职业类型,脑力) ∧
(工作强度,强) ∧ (体育活动, # )

(不好)

r2
(职业,科研人员) ∧ (职业类型,脑力) ∧
(工作强度,强) ∧ (体育活动, # )

(不好)

r3

(职业,科研人员) ∧ (职业类型,脑力) ∧
(工作强度, 中) ∧ ( (体育活动, 球类) ∨
(体育活动,田径) )

(一般)

r4 (体育活动,球类) (一般)

r5
(职业,工人) ∧ (职业类型,体力) ∧
(工作强度,弱)

(一般)

r6
(职业,工人) ∧ (职业类型,体力) ∧
(工作强度,中) ∧ (体育活动,球类)

(好)

r7
(职业,工人) ∧ (职业类型,体力) ∧
(工作强度,弱) ∧ (体育活动,田径)

(好)

4　结　　语
　　广义信息系统具有更广泛的应用范围. 基于广

义信息系统的粗糙集理论是经典的粗糙集理论和基

于不完备信息系统的粗糙集理论的推广. 本文提出

了应用范围更广泛的数据处理方法和技术,并给出

了决策规则的一般描述形式. 与 (完备的、不完备的)

决策表规则的描述形式不同,规则的条件部分的描

述形式由原子属性的合取变为原子属性值的合取.

这种规范的规则描述形式有利于进行推理和计算最

佳规则.

　　广义信息系统在各个领域的应用,如机器学习、

模式识别、数据挖掘等领域,都是需要进一步研究的

课题.
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