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多输入离散时滞系统的变结构控制设计
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摘　要: 研究多输入时滞离散系统的变结构控制问题. 首先将离散时滞系统简化为无时滞离散系统,在此基础上提

出一种新的变结构控制设计算法. 该算法能使从空间任意点出发的运动在有限时间内准确到达并保持在切换面上,

不发生切换面的穿越,有效地消除了抖振. 数值计算和仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: T he p rob lem of variab le structu re con tro l fo r m ult i2inpu t linear discrete system s w ith con tro l delay is con2
sidered. T he o riginal discrete system w ith con tro l delay is simp lified to a linear discrete system w ithou t t im e2delay,

and a novel chattering2free variab le structu re con tro l stra tegy fo r the discrete system is developed. T he sliding mode

is at ta ined by th is con tro l law w h ich drives the system to reach and rem ain on the in tersection of a set of p rescribed

sliding m anifo lds in fin ite t im e. T he sw itch ing surface w ill no t be passed th rough, so the chattering behavio rs w ill

no t occur. T he sim ulation resu lts verify the validity of the p ropo sed app roach.
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1　引　　言
　　20世纪80年代以来,随着计算机技术的飞速发

展, 离散系统变结构控制的研究受到极大的重视.

Fu ru ta [1 ]提出了基于等效控制的离散滑模变结构控

制. Gao 等[2 ]提出了基于趋近律的离散滑模变结构

控制. 近年来,国内外学者对离散系统滑模变结构控

制的研究不断深入,提出了各种设计思想和消除或

削弱抖振的方法[3～ 8 ].

　　然而,离散系统变结构控制的抖振问题,特别是

多输入离散系统的抖振问题,仍然没有得到很好的

解决. 即使无时滞的标称系统,也只能保证系统状态

轨迹稳定于原点邻域的某个抖振. 比如趋近律方

法[2 ] ,当系统状态进入准滑动模态后, s (k + 1)≈

- ΕT sgn s (k ) ,这意味着以后的运动必然对切换面

作等速来回穿越,不可避免地产生抖振. 设立边界层

方法[3 ]在边界层内用饱和型函数代替符号函数,使

误差收敛趋近切换面. 变速趋近律和滑动扇区[4 ]等

方法,用改变到达切换面的速度削弱抖振,但也无法

保证准确到达理想滑动模态消除抖振,而且这些方

法大都只对单输入系统有效. 近年来,国外学者提出

一些新型的滑动模态到达条件,例如Pan 等[5 ]基于

PR 型的离散系统滑模面设计方法, Ko shkouei等[6 ]

拓展了离散滑模控制的设计方法等,但其控制方法



复杂,而且稳态误差较大. 总之,抖振现象仍是离散

系统滑模控制的主要缺陷.

　　本文针对具有控制时滞的多输入离散系统,提

出一种新的变结构控制律设计方法和控制律算法,

以 s (k ) 的范数‖s (k )‖为尺度, 设立边界层 s∆ =

{x (k ) ; ‖s (k )‖≤∆},当系统状态 x (k ) 在边界层 s∆

外时,‖s (k )‖ 指数递减, 且不发生对切换面的穿

越,快速进入边界层 s∆;一旦状态 x (k ) 进入边界层 s∆

内,便自动切换成一步到达切换面并保持在切换面

上的运动,从而有效地消除了抖振现象. 控制过程中

不需要检测切换时刻,控制力自动切换,实现容易.

2　系统的描述和化简
　　考虑多输入离散时滞系统

x (k + 1) = Gx (k ) + H u (k - d ). (1)

其中: x (k ) ∈R n , u (k ) ∈R m , G∈R n×n非奇逆, H ∈

R n×m , rank (H ) = m , d 为时滞, (G , H ) 完全能控.

　　为了避开时滞项对系统分析带来的不便, 对

H u (k - d ) 进行分解,有

H u (k - d ) =

H u (k - d ) - G - 1H u (k - d + 1) +

G - 1H u (k - d + 1) - ⋯ - G - d + 1H u (k - 1) +

G - d + 1H u (k - 1) - G - dH u (k ) + G - dH u (k ) =

G - dH u (k ) + ∑
d - 1

i= 0
G - iH u (k - d + i) -

∑
d - 1

i= 0
G - i- 1H u (k + 1 - d + i). (2)

式 (2) 代入 (1) 并移项整理,得

x (k + 1) + ∑
d - 1

i= 0
G - i- 1H u (k + 1 - d + i) =

Gx (k ) + G - dH u (k ) + ∑
d - 1

i= 0
G - iH u (k - d + i) =

G [x (k ) + ∑
d - 1

i= 0
G - i- 1H u (k -

d + i) ] + G - dH u (k ). (3)

式 (3) 两端左乘以G d ,得

G d x (k + 1) + ∑
d - 1

i= 0
G d - i- 1H u (k + 1 - d + i) =

G [G d x (k ) + ∑
d - 1

i= 0
G d - i- 1H u (k -

d + i) ] + H u (k ). (4)

取新状态变量

xθ (k ) = G d x (k ) + ∑
d - 1

i= 0
G d - i- 1H u (k - d + i) ,

(5)

式 (5) 代入 (4) , 则系统 (1) 可化成无时滞系统的形

式

xθ (k + 1) = Gxθ (k ) + H u (k ). (6)

　　因为H 列满秩,所以存在可逆阵 T ∈R n×n ,使

得 T H =
0

Bϖ
,Bϖ为m ×m 可逆阵.

　　作变换 z (k ) = T xθ (k ) ,则系统 (6) 可化为正则

型的形式

z 1 (k + 1) = A 11z 1 (k ) + A 12z 2 (k ) ,

z 2 (k + 1) = A 21z 1 (k ) + A 22z 2 (k ) + Bϖu (k ).

(7)

其中: z 1 ∈R n- m , z 2 ∈R m ,A = T GT - 1.

3　变结构控制律的设计
　　由于 (G , H ) 完全可控, 从而 (A 11,A 12) 完全可

控. 利用极点配置,可取 C 1 ∈ R
(n- m )×m , 使得A 11 -

A 12C 1稳定 (即特征根位于单位圆内). 由此可取切换

函数

s (k ) = C 1z (k ) + z 2 (k ) , C 1 ∈R m× (n- m ). (8)

由式 (7) 和 (8) ,相应的滑动模态方程为

z 3
1 (k + 1) = (A 11 - A 12C 1) z 3

1 (k ). (9)

　　定义切换面边界层

S ∆ = {z (k ) ;‖s (k )‖≤ ∆}. (10)

　　定理 1　如果取控制律

u (k ) = - Bϖ- 1 [CA z (k ) - Αs (k ) ×

sgn (‖s (k )‖ - ∆) + 1
2 ], (11)

其中 0 < Α< 1, 则系统 (7) 从任意点出发的运动

z (k ) ,将在有限时间内到达切换面 s (k ) = 0.

　　证明　在 k时刻,如果系统 (7) 的状态 z (k ) 在

边界层 (10) 以外,则

‖s (k )‖ - ∆ > 0,

sgn (‖s (k )‖ - ∆) + 1
2

= 1,

u (k ) =

- Bϖ- 1 [CA z (k ) - Αs (k ) ×

sgn (‖s (k )‖ - ∆) + 1
2 ] =

- Bϖ- 1 [CA z (k ) - Αs (k ) ],

s (k + 1) = C z (k + 1) =

CA z (k ) + Bϖu (k ) =

CA z (k ) - CA z (k ) + Αs (k ) = Αs (k ) ,

‖s (k + 1)‖ = Α‖s (k )‖ < ‖s (k )‖,

C = [C 1, I ].

(12)

即边界层外系统轨迹单调趋近于切换面.
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　　在 k 时刻, 如果系统轨迹进入边界层 (10) 内,

则

‖s (k )‖ - ∆ < 0]
sgn (‖s (k )‖ - ∆) = - 1,

sgn (‖s (k )‖ - ∆) + 1
2

= 0]

u (k ) = - Bϖ- 1CA z (k ) ,

s (k + 1) = CA z (k ) + Bϖu (k ) =

CA z (k ) - CA z (k ) = 0.

(13)

此时系统轨迹能一步到达切换面.

　　若 k 时刻系统轨迹到达切换面,则与式 (13) 一

样, s (k + 1) = 0. 即状态轨线一旦到达切换面,便将

保持在切换面上. 由式 (12) 和 (13) 知,从状态空间

任意点出发的运动, 总在有限时间内到达理想切换

面,并沿切换面渐近趋于原点 z = 0,整个运动过程

不发生对切换面的穿越,从而有效地消除了抖振.

　　由于系统的运动总在有限时间内进入边界层

(10) ,即当存在 kλ: k > kλ时,有

sgn (‖s (k )‖ - ∆) + 1
2

= 0,

从而

lim
k→∞

u (k ) = - lim
k→∞

Bϖ- 1CA z (k ) = 0. (14)

由 z (k ) = T xθ (k ) 和式 (5) 有

lim
k→∞

xθ (k ) = lim
k→∞

T - 1z (k ) = 0,

lim
k→∞

x (k ) =

lim
k→∞[G - d xθ (k ) - ∑

d - 1

i= 0
G - i- 1H u (k - d + i) ] = 0.

因此系统 (1) 渐近稳定. □

　　定理 2　按式 (11) 选取控制律,则系统到达滑

动模态的时间 tγ1 由下式确定:

tγ1 ≤ [ ( lg Α) - 1 lg
∆
‖s (0)‖ ]T. (15)

这里[3 ] 表示 3 的整数部分, T 为采样周期.

　　证明　设 z (0) 位于边界层外,N 时刻 z (N ) 进

入边界层 S ∆ = {z (k ) ;‖s (k )‖≤ ∆}. 由式 (12) 的

推导,有

‖s (k + 1)‖ = Α‖s (k )‖,‖s (k )‖≥ ∆;

‖s (N )‖ = Α‖s (N - 1)‖ = ⋯ =

ΑN‖s (0)‖,‖s (N )‖ < ∆;

ΑN =
‖s (N )‖
‖s (0)‖ ≤

∆
‖s (0)‖.

求解上式得

N = (lg Α) - 1 lg
‖s (N )‖
‖s (0)‖ ≤

( lg Α) - 1 lg
∆
‖s (0)‖.

从而到达边界层的时间为式 (15). □

4　与趋近律方法快速性的比较
　　在趋近律方法中,为了减小抖振, Ε> 0的选取

必须充分小,因此在准滑动模态带外,有

‖s (k + 1)‖≈ (1 - qT )‖s (k )‖.

由此可算出进入准滑动模态带的时间

tγq≈ ( lg (1 - qT ) ) - 1 [ lg
Ε
‖s (0)‖ ]T. (16)

形式上与本文的到达时间

tγ = ( [ lg Α) - 1 lg
Ε
‖s (0)‖ ] + 1) T (17)

大体相当.

　　需要注意的是: 1) 趋近律方法状态进入准滑动

模态带后, 将来回穿越切换面形成抖振; 2) 为了减

小 抖 振, 式 (16) 中 的 Ε 应 充 分 小, 从 而

û lg (Εö‖s (0)‖) û 很大 ( lim
Ε→0

û ln Εû = ∞).

　　本文方法不出现抖振,而且式 (15) 中的 ∆不需
要很小,从而

û lg
Ε
‖s (0)‖û ν lgû Ε

‖s (0)‖û , tγ1 ν tγq.

因此本文方法在平稳性和快速性方面都优于趋近律

方法.

5　仿真算例
　　考虑两输入离散时滞系统

x (k + 1) = Gx (k ) + H u (k - d ). (18)

其中

G =

1. 562 5 1. 033 0 1. 843 8

1. 062 5 3. 281 3 1. 593 8

0. 437 5 2. 468 8 3. 656 3

,

H =

3 5

3 4

5 6

, d = 1.

按第 2节的方法取新状态

xθ (k ) = Gx (k ) + H u (k - 1) ,

则系统 (18) 可化成

xθ (k + 1) = Gxθ (k ) + H u (k ).

作变换

xθ (k ) = T z (k ) , T =

1 2 1

3 1 2

1 1 4

,

系统可进一步化成

z (k + 1) = A z (k ) + Bϖu (k ) =

2. 5 1 1

1 2 3

2 1 4

z (k ) +

0 0

1 2

1 1

u (k ).

取切换函数

s (k ) =
1

1
z 1 (k ) +

1 0

0 1
z 2 (k ) ,
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边界层宽度 ∆ = 1, Α= 0. 6,控制律取式 (11).

　　仿真结果如图 1～ 图 3所示,其中采样周期 T

= 0. 01 s.

图 1　z1 (k) , z2 (k) , z3 (k) 的运动

图 2　u1 (k) , u2 (k) 的变化

图 3　趋近律方法 z1 (k) , z2 (k) , z3 (k) 的运动

　　图 1和图 2分别为本文方法状态 z (k ) 和控制

u (k ) 的仿真图像, 没有抖振出现; 图 3 为同样条件

下,按趋近律方法

s (k + 1) = Αs (k ) - ∆T sgn s (k )

状态 z (k ) 的仿真图像,状态有明显的抖振.

6　结　　语
　　本文针对多输入时滞的离散系统,提出一种新

的滑模控制算法. 该算法可保证系统的运动在有限

时间内到达滑动模态,并沿滑动流形渐近到达原点,

有效地消除了抖振. 本文算法中的边界层宽度∆不
必很小,因此快速性优于常规的趋近律算法. 本文仅

考虑了确定系统的情况,对于不确定系统的情况将

另文讨论.
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