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不确定M arkov跳跃线性系统的鲁棒跟踪与模型跟随

肖晓波, 奚宏生, 季海波
(中国科学技术大学 自动化系, 合肥 230027)

摘　要: 讨论一类带W iener过程的不确定M arkov跳跃线性系统的鲁棒跟踪和模型跟随问题. 通过构造一组非线性

鲁棒状态反馈跟踪控制器来跟踪给定的动态信号,该控制器确保系统当时间趋于无穷时是以扰动衰减系数鲁棒随机

稳定的,且跟踪误差有界. 最后给出了算例,说明所设计的鲁棒跟踪控制器具有较好的跟踪性能.
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Abstract: T he p rob lem of robust track ing and model fo llow ing is discussed fo r a class of uncerta in M arkov jump lin2
ear system s w ith W iener p rocess. A set of non linear robust sta te feedback track ing con tro llers is constructed to track

the given dynam ical signals. T ho se robust track ing con tro llers can guaran tee that the track ing system s are robust

stochastically stab le w ith distu rbance attenuation w hen tim e tends to infin ity and the track ing erro r is bounded. A

num erical examp le show s that the p ropo sed robust track ing con tro llers po ssess good track ing perfo rm ance.
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1　引　　言
　　近30年来,国内外学者对具有M arkovian 跳跃

参数的随机混合系统进行了广泛而深入的研究,并

在控制、滤波以及稳定性分析等方面取得了显著成

果[1～ 5 ]. 同时,不确定系统的鲁棒跟踪和模型跟随问

题也受到学者们的广泛关注:文献[ 6 ]讨论了不确定

系统鲁棒跟踪和模型跟随问题的线性控制器设计;

[ 7 ]针对不确定时滞动态系统,设计了连续鲁棒跟踪

控制器,使得跟踪误差最终一致有界; [ 8 ]则研究了

一类不确定多时滞动态系统的自适应鲁棒跟踪和模

型跟随问题.

然而,对于M arkov 跳跃系统跟踪问题,目前还

未见较理想的研究成果报道. 本文针对这一情况,对

一类带W iener过程的不确定M arkov 跳跃线性系统

的鲁棒跟踪和模型跟随问题进行研究.

2　问题描述
　　考虑如下一类带W iener 过程的不确定M arkov

跳跃线性系统:

dx ( t) =

[A (r t) + ∃A (a t, r t) ]x ( t) d t + [B (rt) +

∃B (bt, r t) ]u ( t) d t + D (rt) Ξ( t) d t +

D 1 (rt) x ( t) dΞ1 ( t) ,

y ( t) = C (rt) x ( t).

(1)

其中: x ( t) ∈R n , u ( t) ∈R l和 y ( t) ∈Rm 为系统的状



态、控制和输出向量; a t: R → 8 a Α R p 1 和 bt: R → 8 b

Α R p 2 (8 a和 8 b均为有界紧集) 是L ebesgue可测的;

r t为在有限集 S = {1, 2,⋯,N } 中取值的连续时间

M arkov过程,且其无穷小矩阵 0 = (Πij ) N ×N 由下式

确定:

P {r ( t+ ∃) = j û r t = i} =

Πij ∃ + o (∃) , i≠ j;

1 + Πii∃ + o (∃) , i = j.
(2)

式中: lim
∃→0

o (∃) ö∃ = 0, ∃ > 0; Πij为模态 i到模态 j的

转移率,且有Πii = - ∑
j≠i

Πij , Πij ≥ 0, j ≠ i, i, j ∈S ;

Ξ( t) ∈R l 为属于L 2 [ 0,∞) 的有界扰动, Ξ1 ( t) 为独

立于M arkov过程{rt, t≥ 0}的标准W iener过程. 对

于每一 rt = i∈S ,A ( i) ,B ( i) , C ( i) ,D ( i) ,D 1 ( i) 均

为相应维已知常数矩阵; ∃A (a t, i) , ∃B (a t, i) 为相应

维系统不确定矩阵,且满足

∃A (a t, i) = B ( i) E (a t, i) , (3)

∃B (bt, i) = B ( i) F (bt, i). (4)

其中: E (a t, i) 和 F (bt, i) 为相应维未知矩阵,满足

E T (a t, i) E (a t, i) ≤ Ν( i) I ,

‖F (bt, i)‖2 ≤ Θ( i) ;

‖õ‖2 表示相应向量的 22范数或矩阵的谱范数;

Ν( i) ≥ 0和 0≤ Θ( i) < 1为已知标量.

假设参考模型的模态 rt在任何时刻都完全可被

观测, 因而在任何时刻,当参考模型处于确定模态 i

时,就有处于确定模态 rt = i的受控系统与之对应.

设参考的M arkov跳跃线性系统

xαm ( t) = A m (rt) x m ( t) ,

y m ( t) = Cm (rt) x m ( t).
(5)

其中: x m ( t) ∈R nm 和 y m ( t) ∈Rm 为参考模型状态和

输出向量,且对于所有的 t > 0都满足‖x m ( t)‖2≤

M 3 ; A m ( i) 和Cm ( i) 为相应维已知常数矩阵.

文献[ 6 ] 指出,不是系统 (5) 给定的所有模型都

能被系统 (1) 跟踪. 要设计控制器跟踪参考模型

(5) , 则对于每一 i∈ S , 必须存在G ( i) ∈ R n×nm 和

H ( i) ∈Rm×nm ,满足矩阵方程

A ( i) B ( i)

C ( i) 0

G ( i)

H ( i)
=

G ( i)A m ( i)

Cm ( i)
. (6)

3　鲁棒跟踪控制器设计
　　 为了设计鲁棒跟踪控制器, 使得系统 (1) 能够

跟踪参考模型 (5) 的输出,定义跟踪误差

e ( t) = y ( t) - ym ( t).

设跟踪控制律

u ( t) = H (r t) x m ( t) + p ( t) , (7)

同时定义新的状态变量

z ( t) = x ( t) - G (rt) x m ( t) , (8)

代入式 (1) 可得

dz ( t) =

[A (rt) + ∃A (a t, r t) ]z ( t) d t + [B (r t) +

∃B (bt, r t) ]p ( t) d t + [∃A (a t, r t)G (rt) +

∃B (bt, r t)H (r t) ]x m ( t) d t + D (rt) Ξ( t) d t +

D 1 (rt)G (rt) x m ( t) dΞ1 ( t) + D 1 (rt) z ( t) dΞ1 ( t).

由匹配条件 (3) 和 (4) ,定义

f (a t, bt, x m , r t) =

[E (a t, r t)G (rt) + F (bt, r t)H (rt) ]x m ( t) ,

且对于所有 rt∈ S ,有

fθ (r t) = m ax{‖f (a t, bt, x m , r t)‖2: a t∈ 8 a ,

bt∈ 8 b,‖x m ( t)‖2 ≤M 3 }.

因而有

dz ( t) =

[A (rt) + ∃A (a t, r t) ]z ( t) d t + [B (r t) +

∃B (bt, r t) ]p ( t) d t + B (rt) f (a t, bt, x m , r t) d t +

D (r t) Ξ( t) d t + D 1 (rt)G (rt) x m ( t) dΞ1 ( t) +

D 1 (r t) z ( t) dΞ1 ( t) ,

e ( t) = C (r t) z ( t).

(9)

　　 定义 1　对于不确定M arkov 跳跃线性系统

(9) ,当u ( t) = 0, Ξ( t) = 0, ∃A (a t, r t) = 0, ∃B (bt, r t)

= 0时,所有 r t∈S ,平衡点 0是随机稳定的. 如果对

于每一初始状态 z (z (0) , r0) , 存在一个有限正常数

T (z (0) , r0) ,使得下式成立:

E {∫
∞

0
‖z ( t, z (0) , r0)‖2d t} < T (z (0) , r0).

(10)

　　定义 2　对于每一初始状态 (z (0) , r0) 以及所

有允许的不确定性, 如果存在一个有限正常数

T (z (0) , r0) 使得式 (10) 成立,则称系统 (9) 是鲁棒

随机稳定的.

定义 3　对于给定的标量 Χ> 0,如果系统 (9)

是定义 2 中的鲁棒随机稳定的, 且存在常数

M (z (0) , r0) (M (0, r0) = 0, r0 ∈ S ) ,使得

E {∫
∞

0
eT ( t) e ( t) d t}≤

Χ2∫
∞

0
ΞT ( t) Ξ( t) d t + M (z (0) , r0)

对任何非零Ξ( t) ∈L 2 [ 0,∞) 和所有初始值 z (0) 及

允许的不确定性都成立,则当 T →∞时,称系统 (9)

是以扰动衰减系数 Χ鲁棒随机稳定的.

引理 1[2 ]　设H , F 和 E 是给定的相应维矩阵,

且有 F TF ≤ I ,则对于任意 Ε> 0,有

H F E + E T F TH T ≤ ΕH H T + Ε- 1E T E.

　　为了简化起见,当 rt = i时用下标 i来代替 rt,例
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如A (r t) = A ( i) = A i.

定理 1　考虑系统 (9) 和给定标量 Χ,对于所有

i∈S ,若存在一组对称正定阵Q i和一组常数Ε,使得

耦合不等式

A T
i P i + P iA i + Χ- 2P iD iD

T
i P i -

(2 - Εi) P iB iB
T
i P i + Βi I + D T

1iP iD 1i +

C T
i C i + ∑

N

j = 1
ΠijP j + Q i ≤ 0 (11)

有一组对称正定解 P i,其中 Βi = Νi3 Ε- 1
i , 则存在控

制律

p ( t) = - K iz ( t) - (1 - Θi) - 1v i (z ( t) , t) ,

(12)

使得系统 (9) 是鲁棒随机稳定的. 其中

K i = B T
i P i, (13)

v i (z ( t) , t) =

K iz ( t) [ fθ i + Θi‖K iz ( t)‖2 ]2

‖K iz ( t)‖2 [ fθ i + Θi‖K iz ( t)‖2 ] + Γi‖z ( t)‖2
2
,

(14)

Γi 满足

0 < Γi ≤ Κm in [Q i ]ö2,

Κm in [õ ] 表示矩阵的最小特征值.

证明　设 r t = i∈ S ,待选L yapunov函数为

V i (z ( t) , t) = z T ( t) P iz ( t).

由M arkov无穷小算子L [1 ] 可得

L V i (z ( t) , t) =

z T ( t) [A i + ∃A i (a t) ]T P iz ( t) + z T ( t) P i [A i +

∃A i (a t) ]z ( t) + 2z T ( t) P i [B i + ∃B i (bt) ]p ( t) +

z T ( t)D T
1iP iD 1iz ( t) + z T ( t) (∑

N

j= 1
ΠijP j ) z ( t) +

2z T ( t) P iB if i (a t, bt, x m ) + 2z T ( t) P iD iΞ( t) =

z T ( t) [A T
i P i + P iA i + E T

i (a t)B T
i P i + C T

i C i +

P iB iE i (a t) + D T
1iP iD 1i - 2P iB iB

T
i P i +

∑
N

j = 1
ΠijP j + Χ- 2P iD iD

T
i P i ]z ( t) -

2z T ( t) P iB i [F i (bt) K iz ( t) - f i (a t, bt, x m ) ] -

2z T ( t) P i [B i + B iF i (bt) ] (1 - Θi) - 1v i (z ( t) , t) -

Χ2 [Ξ( t) - Χ- 2D T
i P iz ( t) ]T [Ξ( t) -

Χ- 2D T
i P iz ( t) ] - eT ( t) e ( t) + Χ2ΞT ( t) Ξ( t).

为了推导方便,令

h i (z ( t) , t) =

z T ( t) [A T
i P i + P iA i + E T

i (a t)B T
i P i +

P iB iE i (a t) - 2P iB iB
T
i P i + C T

i C i + D T
1iP iD 1i +

Χ- 2P iD iD
T
i P i + ∑

N

j= 1
Πij P j ]z ( t).

由引理 1和不等式 (11) 可得

h i (z ( t) , t) ≤

z T ( t) [A T
i P i + P iA i + Χ- 2P iD iD

T
i P i -

2P iB iB
T
i P i + C T

i C i + D T
1iP iD 1i + ΕiP iB iB

T
i P i +

Ε- 1
i E T

i (a t) E i (a t) + ∑
N

j= 1
ΠijP j ]z ( t) ≤

- z T ( t)Q iz ( t). (15)

同样令

g i (z ( t) , t) =

- 2z T ( t) P iB i [F i (bt) K iz ( t) - f i (a t, bt, x m ) ] -

2z T ( t) P i [B i + B iF i (bt) ] (1 - Θi) - 1v i (z ( t) , t) ,

将式 (13) 和 (14) 代入上式,得

g i (z ( t) , t) =

2z T ( t) P iB i [ f i (a t, bt, x m ) - F i (bt) K iz ( t) ] -

2z T ( t) P iB i [ I + F i (bt) ] ×

K iz ( t) [ fθ i +
(1 - Θi)‖K iz ( t)‖2 [ fθ i +

→

←
Θi‖K iz ( t)‖2 ]2

Θi‖K iz ( t)‖2 ] + Γi‖z ( t)‖2
2
≤

2{‖K iz ( t)‖2 [ fθ i + Θi‖K iz ( t)‖2 ]} -

2‖K iz ( t)‖2
2 [ fθ i +

‖K iz ( t)‖2 [ fθ i + Θi‖K iz ( t)‖2 ] +
→

←
Θi‖K iz ( t)‖2 ]2

Γi‖z ( t)‖2
2

=

2Γi‖z ( t)‖2
2. (16)

综合式 (15) 和 (16) 可得

L V i (z ( t) , t) ≤- z T ( t) (Q i - 2Γi I ) z ( t) -

eT ( t) e ( t) + Χ2ΞT ( t) Ξ( t).

两边同时积分,由D ynk in 公式[4 ] 得

E {z T (T ) P iz (T ) - z T (0) P r0z (0) }≤

E {∫
T

0
[ - z T ( t) (Q i - 2Γi I ) z ( t) -

eT ( t) e ( t) + Χ2ΞT ( t) Ξ( t) ]d t}.
因此

E {∫
T

0
z T ( t) (Q i - 2Γi I ) z ( t) d t}≤

E {z T (0) P r0z (0) } + E {∫
T

0
Χ2ΞT ( t) Ξ( t) d t},

从而

Κm in [Q i - 2Γi I ]E {∫
T

0
z T ( t) z ( t) d t}≤

E {z T (0) P r0z (0) } + E {∫
T

0
Χ2ΞT ( t) Ξ( t) d t}.

当 T →∞时,对上式两边同时取极限,有

　　 lim
T→∞

E {∫
T

0
z T ( t) z ( t) d t}≤
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　　 Χ2

Κm in [Q i - 2Γi I ]
lim

T→∞
E {∫

T

0
ΞT ( t) Ξ( t) d t} +

　　 1
Κm in [Q i - 2Γi I ]

E {z T (0) P r0z (0) }.

由定义 2 知, 对于所有允许的参数不确定性, 系统

(9) 是鲁棒随机稳定的. □

定理 2　考虑系统 (9) 和给定的标量 Χ,对于所

有 i∈ S ,若存在一组对称正定阵Q i 和一组常数 Εi,

使得耦合不等式 (11) 有一组对称正定解 P i,则存在

控制律 (12) ,使得系统 (9) 当 T →∞时是以扰动衰

减系数 Χ鲁棒随机稳定的.

证明　定义代价函数

J (T ) = E {∫
T

0
[eT ( t) e ( t) - Χ2ΞT ( t) Ξ( t) ]d t},

对于任意 Ξ( t) ∈L 2 [ 0,∞) ,由D ynk in 公式[4 ] 有

J (T ) = E {∫
T

0
[eT ( t) e ( t) - Χ2ΞT ( t) Ξ( t) +

L V i (z ( t) , t) ]d t} - E {z T (T ) P iz (T ) -

z T (0) P r0z (0) }≤

E {∫
T

0
[ - z T ( t) (Q i - 2Γi) z ( t) ]d t} -

E {z T (T ) P iz (T ) - z T (0) P r0z (0) }≤

z T (0) P r0z (0) ,

所以

E {∫
T

0
eT ( t) e ( t) d t}≤

Χ2E {∫
T

0
ΞT ( t) Ξ( t) d t} + z T (0) P r0z (0).

注意到 Ξ( t) ∈L 2 [ 0,∞) 且 z (0) 有限,因而

lim
T→∞

E {∫
T

0
eT ( t) e ( t) d t}≤

lim
T→∞

Χ2E {∫
T

0
ΞT ( t) Ξ( t) d t} + z T (0) P r0z (0).

由定理1和定义3可知,系统 (9) 当T →∞时是以扰

动衰减系数 Χ鲁棒随机稳定的. □

综合定理 1和定理 2,可得如下结论:

定理 3　考虑不确定M arkov跳跃线性系统 (1)

的鲁棒跟踪和模型跟随问题,设其满足匹配条件 (3)

和 (4) , 则存在如式 (7) , (12)～ (14) 所描述的状态

反馈控制器,使得系统当 T →∞时是以扰动衰减系

数 Χ鲁棒随机稳定的,且跟踪误差有界.

综上所述, 系统的跟踪误差的大小与系统的初

始值和扰动的大小以及鲁棒跟踪控制器参数有关.

4　仿真示例
　　设不确定M arkov跳跃线性系统和参考模型具

体参数如下 (其中 S = {1, 2}) :

A 1 =
- 1 2

0 2
, A 2 =

0 1

1 - 2
,

B 1 = B 2 =
0

1
, C 1 = C 2 = [ 1　0 ],

D 1 =
0

1
, D 2 =

1

0
, D 11 =

0. 1 0

0 0. 1
,

D 12 =
0. 2 0

0 0. 2
, 0 =

- 1 1

0. 5 - 0. 5
,

A m 1 =
- 2 1

0 - 1
, A m 2 =

0 1

- 1 0
,

Cm 1 = Cm 2 = [ 0　1 ].

求解式 (6) 得

G 1 =
0 1

0 0
, G 2 =

1 0. 5

- 0. 5 1
,

H 1 = [ 0　0 ], H 2 = [ - 3　1 ].

取

Q 1 = Q 2 =
7 0

0 7
,

可得

P 1 =
6. 311 6 2. 497 3

2. 497 3 6. 513 5
,

P 2 =
15. 108 1 3. 618 1

3. 618 1 2. 830 9
.

其他参数为

E 1 (a t) =
0 0

a t 0
, E 2 (a t) =

0 0

a t 2a t

,

F 1 (bt) =
0 bt

0 0
, F 2 (bt) =

bt 0

0 0
.

其中: a t = 0. 5sin (3t) , bt = 1 - 0. 5co s (2t). 取Ε1 =

图 1　跟踪误差曲线

图 2　M arkov ian 跳跃参数 r t 轨迹
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Ε2 = 1 , Χ= 1 , Γ1 = 3 , Γ2 = 4. 初始条件为 : x =

[ 8　0 ]T , x m = [ 1　1 ]T.

系统跟踪误差曲线 e ( t) 和M arkovian跳跃参数

r t轨迹如图 1和图 2所示. 仿真结果表明,该非线性

鲁棒跟踪控制器具有较好的跟踪性能.

5　结　　论
　　本文考虑一类带W iener 过程的不确定M arkov

跳跃线性系统的鲁棒跟踪和模型跟随问题. 通过构

造一组非线性鲁棒状态反馈跟踪控制器,可以确保

不确定M arkov 跳跃线性系统的输出能跟踪参考模

型的输出,并且跟踪误差有界; 同时,系统当T→∞

时是以扰动衰减系数Χ鲁棒随机稳定的. 最后通过

一个仿真示例说明了所设计的非线性鲁棒跟踪控制

器具有较好的性能.

参考文献 (References)

[1 ] M ichel M artion. J um p L inear S y stem s in A u tom atic

Control[M ]. N ew Yo rk: M arcel D ekker, 1990.

[2 ] Gao J P, H uang B , W ang Z D. LM I2based Robust H ∞

Contro l of U ncerta in L inear Jump System s w ith T im e2

delays[J ]. A u tom atica , 2001, 37 (7) : 114121146.

[3 ] Xu S Y, Chen T W , Jam es L am. Robust H ∞ F iltering

fo r U ncerta in M arkovian Jump System s w ith M ode2de2
penden t T im e D elays [ J ]. IE E E T rans on A u tom atic

Control, 2003, 48 (5) : 9002907.

[4 ] Boukas E K, Peng Sh i, Sing K iong N guang. Robust

Contro l fo r L inear M arkovian Jump System s w ith U n2
know n N onlineart ies [J ]. J of M athem atica l A na ly sis

and A pp lica tions, 2003, 282 (1) : 2412255.

[5 ] Boukas E K, A l2M uthairi N F. Constan t Gain State

Feedback Stab ilizat ion of Stochastic H ybrid System s

w ith W iener P rocess[J ]. M athem atica l P roblem s in E n2
g ineering , 2004, 4: 3332345.

[6 ] Topp T H , Schm itendo rf W E. D esign of L inear Con2
t ro ller fo r Robust T rack ing and M odel Fo llow ing [J ]. J

of Dy nam ic S y stem s, M easu rem ent and Control, 1990,

112 (44) : 5522558.

[7 ] O ucheriah S W. Robust T rack ing and M odel Fo llow ing

of U ncerta in D ynam ic D elay System s by M emo ryless

L inear Contro llers [J ]. IE E E T rans on A u tom atic Con2
trol, 1999, 44 (7) : 147321477.

[8 ] W u H S. A dap tive Robust T rack ing and M odel Fo llow 2
ing of U ncerta in D ynam ical System s w ith M ultip le T im e

D elays [J ]. IE E E T rans on A u tom atic Control, 2004,

49 (4) : 6112616.

　　 (上接第1431页)

参考文献 (References)

[ 1 ] A ltm an E I, Caouette J B , N arayananm P. C redit2risk

M easurem ent and M anagem ent: T he Iron ic Challenge

in the N ext D ecade [J ]. J of F inancia l A na ly sis, 1998,

20: 172121742.

[ 2 ] Jo se A L opez, M arc R Saidenberg. Evaluating C redit

R isk M odels[J ]. J of B ank ing and F inance, 2004, 24:

1512165.

[3 ] 庄新田,黄小原. 银行信贷风险的测量与控制[J ]. 信息

与控制, 2001, 30 (6) : 5702575.

(Zhuang X T , H uang X Y. M easuring and Contro lling

Bank C redit R isk [J ]. Inf orm ation and Control, 2001, 30

(6) : 5702575. )

[4 ] M ichel C rouhy, D an Galai, Robert M ark. A Compara2
t ive A nalysis of Curren t C redit R isk [J ]. J of B ank ing

and F inance, 2000, 24 (1) : 592117.

[5 ] M ichelB. A Comparative A natom y of C redit R isk M od2
els [J ]. J of B ank ing and F inance, 2000, 24 (1) : 1192
149.

[6 ] 岳士弘,李平. 一类广义模糊控制系统及其特征 [J ]. 应

用数学学报, 2003, 26 (3) : 4872494.

(Yue S H , L i P. A So rt of Extensive Fuzzy Contro l and

P ropert ies [J ]. A cta M athem aticae A pp lica tae S in ica ,

2003, 26 (3) : 4872494. )

[ 7 ] 吴柏林, 林玉钧. 模糊时间序列的分析与预测: 以台湾

地区加权指数为例[J ]. 应用数学学报, 2002, 25 (1) : 672
76.

(W u B L , L in Y J. Fuzzy T im e Series A nalysis and

Fo recast ing: T aiw an W eigh ted Stock Index [J ]. A cta

M athem aticae A pp lica tae S in ica , 2002, 25 (1) : 67276. )

[ 8 ] 庄新路,庄新田,黄小原. 基于VA R 风险指标的投资组

合模糊优化[J ]. 数学的实践与认识, 2003, 33 (3) : 35240.

(Zhuang X L , Zhuang X T , H uang X Y. Fuzzy Op ti2
m ization of Securit ions Compo sit ion on the R isk T arget

VA R [J ]. M athem atics in P ractice and T heory , 2003, 33

(3) : 35240. )

[9 ] 方述诚, 汪定伟. 模糊数学与模糊优化 [M ]. 北京: 科学

出版社, 1997: 1912200.

(Fang S C, W ang D W. F uz zy M athem atics and F uz zy

Op tim iz a tion [M ]. Beijing: Science Publisher, 1997: 1912
200. )

[10 ] Gerber M U , Kobler D. A lgo rithm ic A pp roach to the

Satisfacto ry Graph Part it ion ing P rob lem [J ]. E u rop ean

J of Op era tiona l R esearch , 2001, 125 (2) : 2832291.

6341 控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷


