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基于SVM 的精确数-区间数回归模型建模方法

任世锦, 吴铁军
(浙江大学 智能系统与决策研究所, 杭州 310027)

摘　要: 分析了现有的精确数输入和区间数输出回归算法存在的问题,提出了基于支持向量机的区间数回归建模算

法. 该算法把支持向量机从精确数回归分析方法推广到区间数回归分析建模方法,在小样本训练集下回归模型具有

良好的泛化性能,有效地避免了现有算法中回归模型的下界可能大于上界的问题. 以连续退火生产过程中冷却段出

口带钢温度预测为例,通过仿真说明了该算法的有效性.
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Abstract: A SVM based algo rithm is p ropo sed to cope w ith regressive modeling p rob lem s w ith accurate data inpu t2

in terval num ber ou tpu t. A regressive modeling app roach based on the suppo rt vecto r m ach ine (SVM ) theo ry is gen2
eralized from real num ber dom ain to in terval num ber dom ain. T he p ropo sed algo rithm can p romo te the generaliza2
t ion p ropert ies of regressive models in the case of sm all samp ling sets and effectively overcom es the sho rtage of the

ex ist ing algo rithm s that the low er lim its of model ou tpu ts m ay exceed their upper lim its. A n examp le fo r the p redic2
t ion of temperatu re distribu tion of expo rt strap steel in con tinuous annealing p rocess demonstra tes the effectiveness

and efficiency of the p ropo sed m ethod.

Key words: In terval num ber; Suppo rt vecto r m ach ine (SVM ); R egression analysis; D ata m in ing

1　引　　言
　　工程中常常遇到以下情况: 1)由于噪声及仪器

精度等原因,测量数据只能给出一个近似值及其准

确性的范围; 2)过去和现在的数据可以准确得到,但

由于受到一些不确定因素的影响,未来的数据不可

能准确预测,只能给出其估计值及其误差限. 对于此

类不精确的数据,既可用包含准确值的区间表示 (即

区间数) ,也可使用模糊数表示[1, 2 ]. 但是数据模糊化

受主观因素的影响很大,而区间数是不确定数的客

观表示,不受主观因素的影响.

　　实际生产中常常存在自变量相对准确而因变量

难以确定的情况. 例如,加热炉内钢锭的温度难以直

接测量,只能采用多个非接触式的红外测温仪进行

观测,给出钢锭温度所在的可能区间范围;而炉膛温

度的测量精度则要高得多. 炉内钢锭温度对于炉膛

温度的依赖关系,可归结为精确数输入和区间数输

出的区间数回归建模问题.

　　目前已出现了一些研究这类区间数回归分析的

结果. 文献 [ 2, 3 ]通过线性规划 (L P)求得区间数回

归模型参数,但是L P 方法容易受到噪声干扰,并且

难以进行非线性回归建模. 文献[ 4, 5 ]使用神经网络

分别逼近区间数样本的上下界来实现区间数的回
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归. 虽然这类方法具有较好的鲁棒性能,但却存在以

下缺点: 1)由于分别对区间数样本的上下界逼近建

模,可能出现下界回归模型的输出大于上界回归模

型输出的错误情况; 2)模型的泛化性能不佳.

　　本文针对上述问题,根据支持向量机 (SVM )的

思想,提出一种精确数输入和区间数输出回归模型,

使用一个模型实现精确数2区间数的回归建模,克服

了模型输出的下界可能大于上界的情况,并且继承

了精确数支持向量机回归建模的优点,在小样本集

的情况下使回归模型具有较好的泛化性能和鲁棒性

能.

2　区间数及其运算的定义
[6, 7 ]

　　本节简要介绍区间数的相关知识. 首先定义区

间数如下:

　　定义1 (区间数)　给定xθ∈R , x ∈R 且x ≤xθ,

则定义

A = {uûx ≤ u ≤ xθ} Χ [ûx , xθ ]û (1)

为一区间数,称 xθ 和 x 分别为区间数A 的上界和下

界,记作A L = x ,A R = xθ.

　　定义 2 (区间数相加)　设两个区间数为 X =

[ûX L , X R ]û , Y = [ûY L , Y R ]û ,它们之间的相加定义为

X + Y = [ûX L + Y L , X R + Y R ]û. (2)

　　定义 3 (区间数距离)　设两个区间数为 X =

[ûX L , X R ]û , Y = [ûY L , Y R ]û ,它们之间的距离定义为

d (X , Y ) = ûX L - Y L û + ûX R - Y R û. (3)

　　由定义 3可知,当X 和 Y 均为实数时,即X L =

X R , Y L = Y R ,则 d (X , Y ) = 2ûX - Y û. 可见它与实

数的距离定义是等价的,只是相差一个常系数项.

　　定义 4 (精确数与区间数的乘积)　对于区间数

X = [ûX L , X R ]û ,它与一个常数 c相乘可得

cX =
[ûcX L , cX R ]û , c≥ 0;

[ûcX R , cX L ]û , c < 0.
(4)

　　定义 5 (区间数的范数)　对于 d 维区间数 x =

[x 1, x 2,⋯, x d ],其中 x i = [x iL , x iR ], i = 1, 2,⋯, d ,

其范数定义为

‖x‖ = (∑
d

i= 1

(ûx iL û 2 + ûx iR û 2) )
1ö2

. (5)

　　容易验证, 区间数的范数满足正定性、齐次性

和三角不等式.

　　定义 6 (区间数向量与实数向量的乘积)　设w

= [w 1,w 2,⋯,w d ]为d维实数行向量, X = [X 1, X 2,

⋯, X d ]T为d维区间数列向量,其中X i = [ûX iL , X iR ]û.
则它们的乘积定义为

wX = ∑
d

i= 1
w iX i. (6)

　　如果w i ≥ 0, i = 1, 2,⋯, d ,则有

wX = [û∑
d

i= 1
w iX iL ,∑

d

i= 1
w iX iR ]û =

[û〈w T , XL〉,〈w T , X R〉]û.

其中: XL = [X 1L ,⋯, X dL ]T , X R = [X 1R ,⋯, X dR ]T ,

〈õ, õ〉为精确数的内积.

3　基于 SVM 的区间数线性回归建模
　　 设有区间数样本 (x i, y i) , 其中 x i ∈ R d 的列向

量, 且经过合适变换可使 x ij ≥ 0, i = 1, 2,⋯, n , j =

1, 2,⋯, d ;输出 y i = [ûy iL , y iR ]û 为区间数.

　　设精确数输入和区间数输出的线性回归模型

为

f (x ) = [û f - (x ) , f + (x ) ]û Χ
wx + [ûw 0L ,w 0R ]û =

[ûwL x + w 0L ,wR x + w 0R ]û. (7)

其中

x = [x 1, x 2,⋯, x d ]T ,

w = [ûw 1L ,w 1R ]û ,⋯, [ûw dL ,w dR ]û ,

wL = [w 1L ,⋯,w dL ],wR = [w 1R ,⋯,w dR ];

f + (x ) 和 f - (x ) 分别为区间数上界回归函数和下

界回归函数.

　　若损失函数取 Ε2不敏感函数

ûx û Ε =
0, ûx û ≤ Ε;
ûx û - Ε, ûx û > Ε.

(8)

根据支持向量回归理论[8, 9 ] , 通过求解如下优化问

题:

　 m in
wL ,w 0L , Ν3

i , Νi

L =
1
2
‖wL‖2 + C∑

n

i= 1

(ΣΝ3
i + Νi) ;

　　s. t.

y iL - wL x i - w 0L ≤ Ε+ Νi,

wL x i + w 0L - y iL ≤ Ε+ Ν3
i ,

Ν3
i , Νi≥ 0, i = 1, 2,⋯, n.

(9)

可以得到 f - (x ). 其中: Ν3
i 和 Νi是松弛变量, C 是罚

系数, Σ是正数. 优化问题第 1项与回归函数集的V C

维有关, 涉及到回归模型对于整个数据空间的泛化

能力;第 2项表示在训练样本空间的拟合误差.

　　如果把上面优化问题中的wL ,w 0L , y iL 换成wR ,

w 0R , y iR ,便可得到 f + (x ). 但是对于给定的样本,如

果按上述方法单独求解上界和下界模型, 则不能保

证在整个可能的输入范围内满足 f - (x ) ≤ f + (x ).

为此,本文将上述优化问题加以综合,构成一个新的

区间数回归损失函数

L (y , f (x ) ) Χ
d (y , f (x ) ) + e (f - (x ) , f + (x ) ). (10)

其中: d (y , f + (x) ) 用于度量区间数回归模型输出

与期望值之间的逼近误差, 由定义 3 的区间数距离

计算; e (f - (x ) , f + (x ) )用于度量模型输出下界大于
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上界的误差,定义如下:

　　e (f - (x ) , f + (x ) ) =

　　
f - (x ) - f + (x ) , f - (x ) > f + (x ) ;

0, f - (x ) ≤ f + (x ).
(11)

　　为了便于支持向量机建模,损失函数取 Ε2不敏
感函数, 使得样本落在 Ε2不敏感区间内, 并使回归

模型的下界小于上界. 根据样本 (x i, y i) ,当对应的估

计函数为 yδi = f (x i) 时,则损失函数变为

L Ε(y i, y
δ

i) = ûy iL - y
δ

iL û Ε + ûy iR - y
δ

iR û Ε +

eΕ(f - (x i) , f + (x i) ). (12)

其中

eΕ(f - (x i) , f + (x i) ) =

f - (x i) - f + (x i) - Ε,

f - (x i) - f + (x i) > Ε;

0, f - (x i) - f + (x i) ≤ Ε;

(13)

yδiL = wL x i + w 0L , (14)

yδiR = wR x i + w 0R. (15)

　　给定区间数样本 (x i, y i) , i = 1, 2,⋯, n ,使得区

间数回归模型对样本拟合误差最小, 并考虑模型的

泛化性能. 即要求样本外的数据的误差最小,并保证

模型输出下界小于上界. 于是区间数回归模型可通

过下面的优化问题解得:

m in
wL ,wR ,w 0, Ν3i, Νk i, Ν3

k i

1
2
‖wL‖2 +

1
2

wR‖2 +

C 2∑
n

i= 1

(Ν3i) + C 1∑
n

i= 1

(ΣΝ3
2i + Ν2i) +

C 1∑
n

i= 1

(Ν3
1i + ΣΝ1i) ; (16)

s. t.

y iL - wL x i - w 0L ≤ Ε+ Ν1i,

wL x i + w 0L - y iL ≤ Ε+ Ν3
1i ,

y iR - wR x i - w 0R ≤ Ε+ Ν2i,

wR x i + w 0R - y iR ≤ Ε+ Ν3
2i ,

wL x i + w 0L - wR x i - w 0R ≤ Ε+ Ν3i,

Ν3i, Νk i, Ν3
k i ≥ 0, i = 1, 2,⋯, n , k = 1, 2.

(17)

上述问题中, Ν3i, Νk i, Ν3
k i ≥ 0 (k = 1, 2) 为松弛变量;

C 1, C 2 > 0为惩罚系数,且C 1 < C 2表示对回归模型

的下界大于上界产生的误差惩罚力度更大; Σ为小
于 1的正数, 表示对上界回归逼近模型超出期望上

界的误差, 以及下界回归逼近模型小于期望下界的

惩罚力度较小, 使得回归模型尽量包含期望区间数

输出的上下界,并具有一定的抗噪声干扰能力. 这样

便从两个方面防止了区间数回归模型出现下界大于

上界的不合理情况.

　　式 (16) 和 (17) 所示的优化问题,其目标函数由

两部分之和组成: 第一部分 1
2
‖wL‖2 +

1
2
‖wR‖2

与区间数回归函数集的V C 维有关, 涉及到回归模

型对整个数据空间的泛化能力; 第二部分表示回归

模型对于给定样本的拟合误差以及回归模型输出下

界大于上界的误差. 该算法将 SVM 从精确数回归

建模推广到区间数回归建模, 并且继承了 SVM 的

优点.

　　为求解上述优化问题,根据目标函数和约束条

件构造L agrange函数,可将其转化为对偶问题

m ax
a1i, a3

1i , a2i, a3
2i , a3i

L =

1
2∑

n

i, j= 1

(a3
1i - a1i + a3i) (a3

1j - a1j +

a3j )〈x i, x j〉-
1
2∑

n

i, j = 1

(a3
2i - a2i - a3i) ×

(a3
2j - a2j - a3j )〈x i, x j〉- Ε∑

n

i= 1
a3i -

Ε∑
2

k= 1
∑

n

i= 1

(ak i + a3
k i ) - ∑

n

i= 1

(a1i - a3
1i ) y iL -

∑
n

i= 1

(a2i - a3
2i ) y iR ; (18)

s. t.

∑
n

i= 1

(a3
1i - a1i + a3

3i ) =

∑
n

i= 1

(a3
2i - a2i - a3i) = 0,

a3
1i , a2i ∈ [ 0, C 1 ], a3

2i , a1i ∈ [ 0, ΣC 1 ],

a3i∈ [ 0, C 2 ], i = 1, 2,⋯, n.

(19)

其中: a1i, a2i, a3
1i , a3

2i , a3i 是L agrange 乘子, i = 1, 2,

⋯, n.

　　设Α= [a T
1 , a 3 T

1 , a T
2 , a 3 T

2 , a T
3 ]T , e为 n× 1的全 1

列向量, H = [〈x i, x j〉]n×n , yR = [y iR ]n×1, yL =

[y iL ]n×1. 其中: a 1 = [a1i ]n×1, a 3
1 = [a3

1i ]n×1, a 2 =

[a2i ]n×1, a 3
2 = [a3

2i ]n×1, a 3 = [a3i ]n×1, i = 1, 2,⋯, n.

于是,优化问题 (18) 和 (19) 可以写成

m in
Α

q (Α) + cΑ;

s. t.
A Α= 0,

0≤ Α≤C.
(20)

其中

c = [yT
L + Ε, - yT

L + Ε, yT
R + Ε, - yT

R + Ε, Ε],

A =
- e e 0 0 e

0 0 - e e - e
,

B =

H - H 0 0 - H

- H H 0 0 H

0 0 H - H H

0 0 - H H - H

- H H H - H 2H

,
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　C = [eT ΣC 1, eTC 1, eTC 1, eT ΣC 1, eTC 2 ]T ,

　q (Α) = 1ö2ΑTB Α.

　　可以看出,式 (20) 所示的优化问题是一个凸二

次优化问题. 对于 n 个区间数的训练样本,需要通过

上述优化问题求出 5n个解,并且矩阵B 需要占用的

内存空间较大. 对于大规模样本的回归建模问题,必

须寻找一种高效的求解算法.

　　块方法[10 ] 是通过逐步扩大样本数量进行建模

的一种大规模样本回归建模方法. 该方法首先使用

较小样本子集对回归模型进行建模; 然后把剩余子

集中不满足KKT条件的样本加入到支持向量集中,

重新建模并不断迭代, 直到所有子集的样本满足

KKT 条件. 这种方法能大大降低对内存的需求, 但

是每次重新训练模型的速度较慢.

　　内点法[10 ] 是求解式 (20) 的凸二次规划问题的

一种高效算法. 该算法首先对式 (20) 的优化问题增

加松弛因子,把约束条件中的不等式变为等式,得到

其对偶问题; 然后寻找对原问题和对偶问题均可行

且满足KKT条件的一个变量集合,迭代收敛到可行

解中, 直至原函数与对偶目标函数之差小于设定的

阈值.

　　将块方法与内点法结合起来,可以适应大规模

样本的回归建模. 其依据是:模型中的支持向量个数

远远小于训练样本集的数量, 每个训练子集所含潜

在的支持向量也很少, 所以利用少量潜在的支持向

量并用内点法来重新训练模型, 不仅能提高运算速

度,而且可降低内存的使用. 算法的要点是在块算法

的每次迭代中, 使用内点法求取局部区间数回归函

数,这样可充分发挥块方法和内点法各自的优点.

　　在求解问题 (20) 的基础上,可求出回归函数中

的偏置量w 0L 和w 0R. 对于w 0L 而言,根据KKT 条件

可得

y iL - wL x i + Ε, a1i∈ (0, ΣC 1) , a3
1i = 0, a3i = 0;

y iL - wL x i - Ε, a3
1i ∈ (0, C 1) , a1i = 0, a3i = 0;

wR x i + w 0R - wL x i - Ε, a3i ∈ (0, C 2) ,

　a1i = 0, a3
1i = 0;

y iL - wL x i, a3
1i ∈ (0, C 1) , a1i ∈ (0, ΣC 1) , a3i = 0;

(y iL - 2wL x i - 2Ε+ wR x i + w 0R ) ö2,

　a3
1i ∈ (0, C 1) , a3i∈ (0, C 2) , a1i = 0;

(y iL - 2wL x i + wR x i + w 0R ) ö2,

　a1i ∈ (0, ΣC 1) , a3i∈ (0, C 2) , a3
1i = 0;

(2y iL - 3wL x i + wR x i + w 0R - Ε) ö3,

　a3
1i ∈ (0, C 1) , a1i∈ (0, ΣC 1) , a3i ∈ (0, C 2).

其中

w T
L = ∑

n

i= 1

(a3
1i - a1i + a3i) x i,

w T
R = ∑

n

i= 1

(a3
2i - a2i - a3i) x i.

　　使用类似的方法可求出w 0R ,在此不再列出.

　　如上所述,区间数线性回归函数可表示为

f - (x ) = ∑
n

i= 1

(a3
1i - a1i + a3i)〈x i, x〉+ w 0L ,

(21)

f + (x ) = ∑
n

i= 1

(a3
2i - a2i - a3i)〈x i, x〉+ w 0R.

(22)

4　基于核函数的区间数非线性回归模型
　　由支持向量机理论可知,对于实数域的非线性

回归问题, 可通过映射函数 Υ: R d → F , 把输入样本

映射到高维特征空间,使其可线性回归. 映射函数的

内积运算可转换为核函数的形式, 即对于实数向量

x 和 y ,有

K (x , y ) =〈Υ(x ) , Υ(y)〉.

实际上,只需获得核函数而无需知道 Υ(õ) 的具体形

式,便可在原样本空间构造非线性回归模型.

　　这一方法原则上可推广到区间数非线性回归

问题. 即对于输入为精确数、输出为区间数的数据样

本 (X i, y i) , i = 1, 2,⋯, n ,寻找映射函数 Z = Ω(X ) ,

使得在转换后的高维精确数特征空间中, 样本数据

(Z i, y i) 是可线性回归的, 其中 Z i = Ω(X i). 根据式

(21) 和 (22) ,在特征空间的区间数回归模型应有如

下形式:

f - (x ) = ∑
n

i= 1

(a3
1i - a1i + a3i) K (x i, x ) + w 0L ,

(23)

f + (x ) = ∑
n

i= 1

(a3
2i - a2i - a3i) K (x i, x ) + w 0R.

(24)

其中: w 0L 和w 0R 的求法与第 3节相似,在此不再具

体写出;核函数K 可取常用的满足M ercer条件的高

斯核函数、多项式核函数等[8 ]; a1i, a3
1i , a2i, a3

2i , a3i 是

L agrange乘子,可通过下面的对偶优化问题求得:

m ax
a1i, a3

1i , a2i, a3
2i , a3i

L =

1
2∑

n

i, j = 1

(a3
1i - a1i + a3i) (a3

1j - a1j +

a3j ) K (x i, x j ) -
1
2∑

n

i, j= 1

(a3
2i - a2i - a3i) (a3

2j -

a2j - a3j ) K (x i, x j ) - Ε∑
n

i= 1
a3i - Ε∑

2

k= 1
∑

n

i= 1

(ak i +

a3
k i ) - ∑

n

i= 1

(a1i - a3
1i ) y iL - ∑

n

i= 1

(a2i - a3
2i ) y iR ;
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(25)

　s. t.

∑
n

i= 1

(a3
1i - a1i + a3i) =

∑
n

i= 1

(a3
2i - a2i - a3i) = 0,

a3
1i , a2i ∈ [ 0, C 1 ], a3

2i , a1i ∈ [ 0, ΣC 1 ],

a3i∈ [ 0, C 2 ], i = 1, 2,⋯, n.

(26)

　　上述优化问题的求解可参见第 3节关于对偶优

化问题的讨论. 令H = [K (x i, x j ) ]n×n ],可获得类似

的算法,在此不再赘述.

5　仿真实例
　　在冷连轧带钢的连续退火生产线中,由于冷却

段传热方式多,干扰因素多,采用非接触高温辐射计

测量带钢温度时,难以得到精确的温度值. 为此把温

度值转变成区间数,以表示可能的温度范围. 令 T out

表示冷却段带钢的出口温度分布范围, 它是反映带

钢质量的最重要指标. T out 的区间长度越小,表示板

材温度越均匀,冷却的效果越好;反之则表示温度分

布不均匀,板材的质量较差.

　　在假定钢材的规格和型号不变、均热段板材加

热均匀的情况下, 根据理论分析和经验总结[11, 12 ] ,

发现 T out 与以下过程变量有关: 1) 可直接测量的物

理量,包括冷却水温度、机组速度、喷吹温度、板材与

冷却辊之间的接触角、后侧喷吹速度、后侧喷吹流

量、冷却气体压力、张力和带钢厚度; 2) 生产过程变

量的统计量,包括冷却水平均流量、对侧喷吹平均速

度、对侧喷吹平均流量、对侧喷吹流量方差. 这些变

量都能准确测量或者准确统计得到. 这样便可将上

述变量作为精确数输入, 将板材温度分布范围作为

区间数输出,建立与板材温度有关的回归模型.

　　从某厂 1 550 mm 连续退火生产线取关于某型

号带钢的退火数据,以间隔 12 m in 挑选上述变量数

据并生成 300个样本, 其中前 200个样本作为回归

建模样本,后 100个样本作为测试样本. 使用本文算

法进行回归建模和误差分析,本例中的核函数取

k (x , x ′) = exp (- ‖x - x ′‖2ö2Ρ2) ,

罚系数C 1和C 2简单地取C 2 = 4C 1,利用交叉验证的

方法确定模型参数Ρ和C 1
[9 ]. 模型对测试样本的预

测结果如图 1和图 2 所示. 通过对预测输出的上下

界误差统计发现,预测误差绝大部分在 - 5到 + 5

之间,与实际冷却段出口处带钢温度分布基本吻合,

能为生产人员分析带钢质量提供有价值的参考意

见.

　　为与基于RBF 网络的区间数回归方法进行比

较 ,使用文献 [ 13 ]提出的平均绝对误差 (AA E )、平

图 1　 测试样本的下界预测

图 2　测试样本的上界预测

均相对误差 (A R E) 和均方误差 (M SE) 作为预测精

度指标, 把测试样本预测输出上下界的预测精度和

训练样本输出上下界的训练精度作为预测精度和训

练精度,比较结果如表 1所示.

表 1　训练样本训练精度和测试样本预测精度

考察方法 样　本 AA E A REö% M SE

本文方法
训练样本 3. 152 7 0. 763 8 14. 091 7

测试样本 1. 786 5 1. 807 1 10. 644 6

基于RBF
网络方法

训练样本
测试样本

3. 208 4
3. 437 0

0. 836 2
2. 583 5

16. 340 9
15. 182 7

　　从表 1可以看出,本文方法与基于RBF 网络回

归方法在训练精度上比较接近,但是预测精度却明

图 3　本文方法

图 4　基于 RBF网络方法
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显提高, 说明本文提出的区间数回归模型具有较好

的泛化性能.

　　为了研究是否会出现区间数回归模型输出的

下界大于上界的情况,把本文方法与基于RBF 网络

方法的预测输出的上界减去下界, 其差值分别如图

3和图 4所示. 从图中可以看出,本文方法没有出现

预测结果上界小于下界的现象,而基于RBF 网络方

法却出现了, 说明本文方法能有效避免回归输出区

间数的下界大于上界的现象.

6　结　　论
　　本文提出一种基于SVM 的精确数输入ö区间数
输出回归模型建模方法. 该方法对区间数上下界回

归模型共同建模,克服了现有方法不能保证模型输

出上界不小于下界的缺陷,使回归模型具有良好的

泛化性能,并且容易从线性回归模型推广到非线性

回归模型. 文中研究了大规模样本下的模型求解算

法,以适应实际需要,并通过仿真实例说明了本文方

法的有效性.
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