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∆算子下的网络控制系统最优控制方法
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摘　要: 研究网络控制系统的随机最优控制问题,提出了针对随机时延的网络控制系统最优控制律和二次型性能指

标极小的控制律设计方案. 在∆算子域内应用动态规划理论,设计网络控制系统的最优状态反馈和输出反馈控制律,

得到的线性二次型高斯控制器可对系统中的随机长时延进行动态补偿. 最后通过实例仿真验证了上述最优控制方案

的可行性和有效性.

关键词: 网络控制系统; ∆算子; 随机时延; 线性二次型高斯控制; 动态规划

中图分类号: T P 29　　　　文献标识码: A
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Abstract: T he stochastic con tro l p rob lem of netw o rked con tro l system s is studied. A n op tim al con tro l law w ith the

m in im um perfo rm ance co st criteria is p ropo sed fo r netw o rked con tro l system s sub ject to random tim e delays in the

comm unication netw o rk s. T he sta te feedback and outpu t feedback con tro l law s fo r the netw o rked con tro l system in

∆operato r dom ain are designed by using a dynam ic p rogramm ing app roach. T he derived op tim al LQ G contro ller can

be used as a delay2compensato r fo r netw o rked con tro l system s w ith long tim e delays. F inally a num erical examp le is

given to illustra te the validity and efficiency of the p ropo sed con tro ller.
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1　引　　言
　　以网络作为信息传输通道的闭环反馈控制系统

称为网络控制系统 (N CS) [1, 2 ]. 网络的引入使得系统

的设计与分析有别于传统的控制系统,其特点是反

馈控制系统中的控制回路通过网络信道连接而形成

闭环. 网络控制系统不可避免地存在的网络时延是

系统性能下降和系统不稳定的主要原因[3 ]. 因此,网

络控制系统的主要工作之一在于如何设计反馈控制

器来使系统稳定.

　　为消除网络控制系统中数据传输时延给控制品

质带来的不良影响,文献[ 4 ]提出在控制器和执行器

的接收端设置缓冲区的方法,将N CS中的随机时延

转化为确定性时延; 文献 [ 5 ]利用N CS 的确定性模

型,设计了N CS 的状态观测器. 上述方法不足之处

是确定性的控制方法将人为地加大时延,忽略系统

中实际存在的不确定性时延,从而带来系统分析和

设计上的保守性.

　　N ilsson 等[6, 7 ]利用随机最优控制理论解决了

LQ G 最优状态反馈的控制问题,并针对随机短时延

设计了网络控制系统的最优状态反馈和输出反馈控

制律,但该方法假定网络时延小于一个采样周期,从

而使所得结果具有一定的局限性; L inco ln 等[8 ]研究

了网络时延大于一个采样周期情况下N CS 的最优

控制问题; H u 等[9 ]在长时延下当系统指数均方稳定

时,研究了N CS 的完全状态、部分状态及其输出反

馈控制.



　　随着宽带通信和数字通信技术的发展,高速采

样过程在控制系统中的应用也越来越多. 当系统的

采样频率较高时,传统的 Z 变换不可避免地存在下

述缺陷: 当采样周期 h→ 0时,离散系统的极点位于

1附近,容易导致不稳定的状况[10 ]. 改善这一问题可

采用增量差分算子 (∆算子) 来代替传统的移位算

子. 自M iddleton等出版关于∆算子的专著[10 ]以来,

由 ∆算子描述的离散系统和采样数据系统受到了广
泛关注[11, 12 ].

　　本文针对具有随机时延的网络控制系统,提出

一种LQ G最优控制方案,在 ∆域内应用动态规划理
论,研究N CS的LQ G最优控制方法,并设计了随机

长时延情形下的动态补偿算法.

2　网络控制系统的数学模型
2. 1　网络控制系统的离散模型

　　在网络控制系统中,由于实际的诱导时延是随

机的,网络控制系统通常归结为一种随机系统. 本文

针对网络控制系统中存在的时延, 采用随机时延模

型进行建模,利用LQ G最优控制方法分别设计状态

和输出反馈控制律,用于补偿和性能分析. 系统结构

如图 1所示[7 ].

图 1　随机时延下的网络控制系统模型

　　设连续线性时不变被控对象的状态方程为

xα( t) = A x ( t) + B u ( t) + B ww ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) + v ( t).
(1)

其中: x ( t) ∈R n , u ( t) ∈R m , y ( t) ∈R r; A ,B , C为适

当维数的矩阵; w ( t) 和 v ( t) 为零均值白噪声向量,

满足 E (w kw
T
k ) = R 1 > 0, E (v kv

T
k ) = R 2 > 0,

E (w kv
T
k ) = 0.

　　记 Σsc, Σc, Σca 分别为传感器到控制器的延迟、计

算延迟和控制器到执行器的延迟. 其中 Σc 可以嵌入

到 Σca 中去考虑,假设有下式成立:

Σsc
k + Σca

k < Z h. (2)

其中 Z 为正整数,当 Z = 1时属于短时延情形,当 Z

> 1时属于长时延情形.

　　在图 2中,定义 tact
i 为执行器触发时刻,在[ tact

i ,

tact
i+ 1 ] 内的控制输入为 u i, 并定义 [ tk , tk+ 1 ] 上执行器

第 i次触发的控制器输入为 u I i
. 于是 I 0 表示 tk 时刻

后第1个控制输入信号序列,设在[ tk , tk+ 1 ]区间相应

地有 qk 个控制输入.

图 2　控制器和执行器为事件驱动的信号传输

　　根据系统采样过程, 将被控对象 (1) 在采样区

间[kh , (k + 1) h ] 进行积分[13 ] ,可得

x k+ 1 = eA hx k + ∑
qk

i= 0∫
ti+ 1
k

tik

eA ( tk+ 1- Σ) dΣB u I i
+

∫
tk+ 1

tk

eA ( tk+ 1- Σ) dΣB ww k. (3)

其中

t0
k: = tk , t1

k: = tack
I1 ,⋯, tqkk : = tact

Iqk
, tqk+ 1k : = tk+ 1.

令

5 (Α, Β, i) = [ 0m×ip　∫
Β

Α
eA sdsB　0m× (Z - i) p ],

A� = eAh ,B�w =∫
h

0
eAsdsB w ,

Σk = {Σsc
k- Z　Σca

k- Z　⋯　Σsc
k　Σca

k },

#
～

(Σk ) = ∑
qk

i= 0
5 ( tk+ 1 - ti+ 1

k , tk+ 1 - ti
k ,

　　　　I i + Z - k ).

可得网络控制系统的离散时间模型

x k+ 1 = A�x k + #
～

(Σk )

u k- Z

�
u k

+ B�ww k. (4)

2. 2　∆算子下的系统差分变换
　　 对系统 (4) 采用增量式差分运算, 可得 ∆域下
的离散时间模型

∆x k+ 1 =
x k+ 1 - x k

h
=

A 3 x k + # (Σk )

u k- Z

�
u k

+ B 3
w w k. (5)

其中

A 3 =
1
h

(A� - I ) , # (Σk ) =
1
h

#
～

(Σk ) ,B 3
w =

1
h

B�w.

引入向量 vk = [uT
k- Z + 1　⋯　uT

k- 1 ]T , 代入系统 (5) ,

并整理成

0531 控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷



　　 ∆x k+ 1 = [A 3 　#Z (Σk )　#a (Σk ) ]

x k

u k- Z

v k

+

　　　　　　#0 (Σk ) u k + B 3
w w k. (6)

其中: #Z ∈R m×p , #a ∈R m× (Z - 1) p , #0 ∈R m×p.

　　可见,在∆算子的差分变换下,离散系统的系数

矩阵都是依赖于时延 Σk ,并且图 2中A 点的控制律

可由当前状态 x k、前一次控制输入 uk- 1和时延 Σsc
k 共

同描述.

3　网络控制系统的L QG最优控制
　　考虑如下离散时间的LQ G 性能指标函数:

J = E {h∑
N

k= 0

x k

u k

T
Q S

S T R

x k

u k

+ x T
N + 1Q f x N + 1}.

(7)

其中: Q f 是半正定实对称矩阵, R 是正定对称阵.

3. 1　随机最优状态反馈控制

　　定理 1　考虑系统 (1) 和 (6) ,当系统状态完全

可得到时, 使性能指标函数 (7) 极小的控制律由下

式给出:

u k = Kk (Σsc
k )

x k

hu k - 1

hv k

. (8)

其中:反馈增益阵 Kk 为

Kk (Σsc
k ,⋯, Σsc

k- Z + 1) =

- (R + P�22
k+ 1) - 1 ( [S T　0　0 ] + P�21

k+ 1) ; (9)

对称分块半正定阵 P�k+ 1 为

P�k+ 1 (Σsc
k ,⋯, Σsc

k- Z + 1) =

1
h

E
Σca
k ,⋯, Σca

k- Z + 1

{GT (Σk ) P′k+ 1G (Σk ) ûΣsc
k ,⋯, Σsc

k- Z + 1},

(10)

其中 P� ij
k 的上标表示 P�k (Σsc

k ,⋯, Σsc
k - Z + 1) 中第 ( i, j ) 分

块矩阵, i, j = 1, 2,⋯;增广矩阵系数G (Σk ) 为

G (Σk ) =

hA 3 + I #N #a h#0

0 0 I 0

0 0 0 h I

,

P′k 是 ∆算子下黎卡提方程的对称半正定解,满足迭

代方程

P′k (Σsc
k- 1,⋯, Σsc

k - Z + 1) =

hE
Σsc
k

{Q�′+ P�11
k+ 1 - Kk (R + P�22

k+ 1) Kk }, (11)

Q�′=
Q 0 0

0 0 0

0 0 0

, P′N + 1 =

Q f 0 0

0 0 0

0 0 0

. (12)

　　证明　由于∆域下的离散系统 (6) 状态方程中

同时含有 u k- 1 和 v k ,为此引入增广状态向量

zk+ 1 =

x k

hu k- Z + 1

�
hu k

= G (Σk )
zk

u k

+
B 3

w

0
w k ,

可得

G (Σk ) =

hA 3 + I #N #a h#0

0 0 I 0

0 0 0 h I

.

性能指标函数在N 时刻分为两部分: 受最优控制输

入 uN 影响的J b和不受影响的J a ,即J = J a + J b. 其

中

J a = E {h∑
N - 1

k= 0

x k

u k

T Q S

S T R

x k

u k },

J b = E {h
x N

uN

T Q S

S T R

x N

uN

+ x T
N + 1Q f x N + 1}.

将式 (12) 代入,得

J
�

b = E {h
x N

uN

T Q S

S T R

x N

uN

+ zT
N + 1P′N + 1zN + 1} =

V N (zN , Σsc
N - 1,⋯, Σsc

N - Z + 1).

根据动态规划原理,要使uN 为第N 段的最优控制输

入,V N 必须最小化. 由此得到动态规划方程

V 3
N (zN , Σsc

N - 1,⋯, Σsc
N - Z + 1) =

Em in
uN {h

x N

uN

T
Q S

S T R

x N

uN

+

zT
N + 1, P′N + 1zN + 1} + trB 3 T

w P′11
N + 1B 3

w R 1.

应用 ∆域下式 (5) 来消去N + 1项,得

V 3
N (zN , Σsc

N - 1,⋯, Σsc
N - Z + 1) =

hE
Σsc
N

m in
uN {

x N

uN

T
Q S

S T R

x N

uN

+

zN

uN

T

P�N + 1

zN

uN } + trB 3 T
w P′11

N + 1B 3
w R 1.

其中

P�k+ 1 (Σsc
k ,⋯, Σsc

k- Z + 1) =

1
h

E
Σca
k ,⋯, Σca

k- Z + 1

{GT (Σk ) P′k+ 1G (Σk ) ûΣsc
k ,⋯, Σsc

k- N + 1},

R 1 =∫
h

0
eA (h- s)R eAT (h- s) ds.

使得受最优控制输入 uN 影响的V 3
N 达到最小值. 整

理V 3
N 后得

V 3
N =

hE
Σsc
N

m in
uN {{zT

N (
Q 0 0

0 0 0

0 0 0

+ P�11
N + 1) zN +

zT
N ( [S T　0　0 ] + P�12

N + 1) uN + uT
N ( [S T　0　0 ] +

1531第 12 期 纪志成等: ∆算子下的网络控制系统最优控制方法



　P�21
N + 1) zN + (R + P�22

N + 1) uN } + trB 3 T
w P′11

N + 1B
3
w R 1.

这里有

P′N (Σsc
N - 1,⋯, Σsc

N - Z + 1) =

hE
Σsc
N

{
Q 0 0

0 0 0

0 0 0

+ P�11
N + 1 - ( [S T　0　0 ] +

P�21
N + 1) (R + P�22

N + 1) - 1 ( [S T　0　0 ] +

P�12
N + 1) } + trB 3 T

w P′11
N + 1B

3
w R 1. (13)

因为 P′N + 1 为半正定对称阵, P�N + 1 为对称阵, R > 0,

可得 (hR + P�22
N + 1) 为正定对称,所以有

V 3
N =

hE
Σsc
N

m in
uN

{{ (R + P�22
N + 1) - 1 ( [S T　0　0 ] +

P�21
N + 1) zN + uN }T (R + P�22

N + 1) { (R + P�22
N + 1) - 1 ×

( [S T　0　0 ] + P�21
N + 1) zN + uN }} +

zT
N PN zN + trB 3 T

w P′11
N + 1B 3

w R 1. (14)

由此可得

uN = KN (Σsc
N - 1,⋯, Σsc

N - Z + 1) zN ,

KN (Σsc
N - 1,⋯, Σsc

N - Z + 1) =

- (R + P�22
N + 1) - 1 ( [S T　0　0 ] + P�21

N + 1).

将此最优解代回式 (14) ,可得最优代价值

V 3
N = zT

N P′N (Σsc
N - 1,⋯, Σsc

N - Z + 1) zN +

trB 3 T
w P′11

N + 1B
3
w R 1.

类似于最优 uN 的推导,第N - 1段的最优控制策略

uN - 1 满足的动态规划方程为

V 3
N - 1 =

m in
uN - 1

E {h
x N - 1

uN - 1

T
Q S

S T R

x N - 1

uN - 1

+ zT
N P′N zN },

满足V 3
N - 1 最小化的 uN - 1 为

uN - 1 = KN - 1 (Σsc
N - 1,⋯, Σsc

N - Z ) zN - 1.

依次类推,可得到第 k 段的最优状态反馈控制律 (8)

和 (9). □

3. 2　最优输出反馈控制

　　在实际的网络控制系统中,要得到系统的完全

状态信息往往是很难的, 只能利用已有输出数据构

建状态估计器. 在不完全状态信息的情况下,利用控

制节点存储到 k 时刻为止的所有控制器输出和接收

到的传感器输出信号来估计状态向量.

　　定理 2　对于 ∆域下的系统 (6) ,设 x 的估计值

为 xδ, k 时刻的观测误差为 ek: = x k - xδkûk - 1,则满足

状态估计误差的协方差E {eT
k ek ûY k }最小的最优状态

观测器为

x
δ

kûk = x
δ

kûk- 1 + Lθk (y k - C x
δ

kûk - 1) , (15)

∆x
δ

k+ 1 = A 3 x
δ

k + # (Σk )

u k- Z

�
u k

+

　　　L k (y k - Cxδkûk- 1). (16)

其中

xδ0û - 1 = E {x 0},

∆P k+ 1 = A 3 P kA
3 T - R 1 -

　　 　A 3 P kC
T (CP kC

T + R 2) - 1CP kA
3 ,

P 0 = R 0 = E {x 0x T
0 },

L k = - A 3 P kC
T (CP kC

T + R 2) - 1,

Lθk = - P kC
T (CP kC

T + R 2) - 1.

　　证明　若已知从 0,⋯, k - 1时刻输出的 y 0,

⋯, y k- 1,则用这些数据来估计k时刻的状态x k. 设一

步状态估计为 x
δ

kûk - 1,当得到 k 时刻的输出值 y k 时,

根据线性无偏差最小方差估计准则, 状态的估计修

正值为 xδkûk. 构造如下 ∆算子下的状态观测器:

∆xδk+ 1 = A 3 xδk + # (Σk )

u k- Z

�
u k

+ L k (y k - Cxδkûk - 1) ,

(17)

由此得到 k + 1时刻的观测误差

∆ek+ 1 = ∆x k+ 1 - ∆xδk+ 1 = x k+ 1 - xδk+ 1ûk =

(A 3 - L kC) ek + vk - L kw k. (18)

此时的观测误差协方差 ∃P k ö∃ t为

∆P k+ 1 = E { (∆ek+ 1 - E {∆ek+ 1}) ×

(∆ek+ 1 - E {∆ek+ 1}) T }. (19)

于是,观测误差均值 E {ek+ 1}可由下式描述:

E {∆ek+ 1} = E { (A 3 - L kC) ek + vk - L kw k } =

(A 3 - L kC) E {ek }. (20)

初始时刻的误差均值为

E {e0} = E {x 0 - x
δ

0û - 1} = E {x 0} - E {x
δ

0û - 1}.

(21)

其中假设 E {xδ0û - 1} = E {x 0}, E {e0} = 0. 于是 E {ek }

= 0, Π k > 0. 误差协方差表示为

∆P k+ 1 = E {∆ek+ 1∆eT
k+ 1}. (22)

式 (18) 代入式 (22) ,得

∆P k+ 1 = A 3 P kA 3 T - L kCP kA 3 - A 3 P kCTL T
k +

L kCP kCTL T
k + R 1 + L kR 2L T

k , (23)

这里假定 (CP kCT + R 2) > 0. 整理后得

∆P k+ 1 =

A 3 P kA 3 T - R 1 - A 3 P kCT (CP kCT +

R 2) - 1P kCA 3 + (CP kA 3 T + (CP kCT +

R 2)L T
k ) T (CP kCT + R 2) - 1 (CP kA 3 T +

(CP kCT + R 2)L T
k ). (24)

引入任意向量Α∈R n ,为使二次型ΑTP k+ 1Α极小,满
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足方程 (CP kCT + R 2)L T
k = - CP kA 3 T 的反馈增益L k

为

L k = - A 3 P kC
T (CP kC

T + R 2) - 1. (25)

此时式 (24) 变为

∆P k+ 1 = A 3 P kA
3 T - R 1 - A 3 P kC

T (CP kC
T +

R 2) - 1P kCA 3 . (26)

值得注意的是,反馈增益L k 不依赖于时延 Σsc和 Σca.

观测误差为零均值白噪声,其协方差可由 P kûk = P k

- P kCT (CP kCT + R 2) - 1CP k 表示. 定理得证. □

　　综上所述,可得∆域下的离散LQ G最优控制律

u k = Kk (Σsc
k ,⋯, Σsc

k- Z + 1)

x
δ

k

hu k- Z

hv k

. (27)

它使性能指标 (7) 最小. 使用增量式差分形式的∆算
子,进一步延伸了文献[ 6, 8 ] 提出的控制方法.

4　仿真示例
　　考虑如下网络控制下的倒立摆数学模型:

xα=
0 1

0. 2 - 0. 1
x +

0

1
u +

0

10
w ,

y = x.

其中w 为零均值白噪声. 参数选择如下:

Q =
1 0

0 1
, R = 1, S = 0, h = 0. 5.

假设网络诱导时延 Σsc在[ 0, rh ] (0≤ r < 2) 范围内

均匀分布,当 Z = 2时,根据式 (7) 可得 ∆域下倒立
摆离散状态方程

∆x k+ 1 = [A 3 　#2 (Σk )　#a (Σk ) ] ×

　　　

x k

u k - 2

u k - 1

+ #0 (Σk ) u k + B 3
w w k ,

A 3 =
0. 049 4 0. 983 6

0. 196 7 - 0. 049 0
,

B 3
w =

2. 469 1

- 90. 164 4
, #2 (Σk ) = 0,

#a (Σk ) =
1

0. 5∫
tk+ 1- t0k

tk+ 1- t1k

eAsdsB

#0 (Σk ) =
1

0. 5∫
tk+ 1- t1k

tk+ 1- t3k

eAsdsB.

仿真利用M atlab sym bo lic m ath too lbox 求取最优

控制器,信号时延变化范围随 r取值而变化. 在 x 0 =

[ 1 0 ]T 的初始状态值下, 系统性能指标函数如图 3

所示.

　　图 3中实线是本文提出的LQ G控制器,虚线是

忽略时延的线性二次型控制器. 从图中可见,在 r <

1. 1时, ∆算子下的LQ G控制器性能指标略高于一

图 3　长时延 NCS中性能指标函数值比较

般的线性二次型控制器. 这是因为在时延很小的情

况下,线性二次型控制器忽略了通信时延. 但是随着

时延不断增大, 特别是在时延接近于两个采样周期

大小时,只有本文的LQ G控制器保持了较低的性能

消耗. 这说明在长时延情形下,本文提出的基于 ∆算
子的LQ G 最优控制器具有良好的控制性能和鲁棒

性.

5　结　　论
　　本文针对网络控制系统中存在的随机时延,采

用有限时域的增量式差分算子取代传统的移位算子

来离散化系统,将包含时延参数的当前状态量和前

一时刻的控制信号组成增广向量,并进行闭环反馈

控制律的设计. 通过恰当地选取状态、控制加权矩阵

和过程、测量噪声矩阵,在∆域内应用动态规划理论
设计离散LQ G 控制器, 对随机长时延进行动态补

偿. 实例仿真表明,本文基于∆算子的LQ G 最优控

制方法在随机长时延情形下是一种满意的控制策

略.
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5　结　　论
　　本文给出了一类观测时滞系统的H ∞输出反馈

问题有解的充要条件. 借助于 Krein 空间方法和重

组新息分析方法, 将时滞H ∞ 问题转化为无时滞的

H 2估计问题. 由于连续系统的新息 Gram ian s矩阵

是对角矩阵, 观测时滞系统H ∞ 输出反馈问题的推

导过程要比离散系统简洁.
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