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摘　要: 研究一类连续系统观测时滞的H ∞控制问题. 基于K rein 空间的重组新息分析方法,给出了观测时滞系统H ∞

输出反馈控制问题的解存在的充要条件. H ∞输出反馈控制器依赖于一个倒向R iccati方程和一个正向R iccati方程的

解. 与传统的方法相比,重组新息分析方法不需要增广系统的维数,从而减少了计算量. 仿真例子验证了该方法的有

效性.
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Abstract: T he H ∞ con tro l p rob lem fo r con tinuous2t im e system s w ith delayed m easurem ent is studied. Based on the

reo rgan ized innovation analysis app roach, a sufficien t and necessary condit ion fo r the ex istence of the so lu tion of the

H ∞ m easurem ent feedback con tro l p rob lem is derived. A n H ∞m easurem ent feedback con tro ller is designed by the

so lu tion of a backw ard R iccati equation and a fo rw ard R iccati equation. Compared w ith the system augm entation ap2
p roach, th is app roach do se no t requ ire system augm entation and sign ifican tly reduces computational co st. A sim ula2
t ion examp le verifies the effectiveness of the p ropo sed app roach.
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1　引　　言
　　在许多实际的控制问题中 (例如过程控制) ,传

感器延时、长管道运输等都会造成观测时滞. 观测时

滞是人们在过程控制中考虑的重点问题之一. 时滞

的存在,往往使得系统性能指标下降,甚至造成系统

不稳定. 最初,人们利用Sm ith 预估器[1 ]来处理观测

时滞问题,但是这种方法对于模型的不确定性和扰

动非常敏感. 因此人们一直在不断地改进研究方法.

　　近年来, H ∞ 方法[2 ] 在时滞系统的应用已成为

研究的热点,并且取得了大量的研究成果[3～ 7 ]. 需要

指出的是, 有关观测时滞系统的H ∞ 控制的文献却

很少. 文献[ 8 ]给出了满足H ∞性能指标的观测时滞

问题解存在的充要条件, 但是时滞的引入将造成控

制器存在的条件和控制器形式比较复杂,不易计算.

文献[ 9 ] 从频域的角度研究了一类定常系统观测时

滞的H ∞控制问题.

　　本文考虑一类时变系统观测时滞的H ∞控制问

题,采用文献[ 10, 11 ] 提出的新方法 —— 重组新息
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分析方法, 给出了输出反馈条件下观测时滞H ∞ 控

制问题有解的充要条件. 最后通过仿真例子验证了

所提出方法的有效性.

2　问题描述和预备知识
　　考虑如下连续观测时滞系统:

xα( t) = F ( t) x ( t) + G 1 ( t)w ( t) + G 2 ( t) u ( t) ,

(1)

y ( t) = H ( t) x ( t) + v ( t) , (2)

z t- h ( t) = M ( t - h ) x ( t - h ) + v z ( t) , (3)

s ( t) = L ( t) x ( t). (4)

其中: x ( t) ∈ Rn , u ( t) ∈ Rr,w ( t) ∈ Rl, y ( t) ∈

Rm , z t- h ( t) ∈Rp 和 s ( t) ∈Rq分别为状态、控制输

入、过程噪声、瞬时输出、时滞观测和所要调解的信

号; v ( t) ∈ Rm 和 v z ( t) ∈ Rp 为观测噪声; F ( t) ,

G 1 ( t) , G 2 ( t) , H ( t) ,M ( t - h ) 和L ( t) 均为已知阶矩

阵. 本文用 h 表示时滞且 h > 0, 3 表示矩阵或向量
的转置.

　　本文所要研究的问题可描述为: 给定连续系统

(1)～ (4) 和一个正数 Χ,求取一个H ∞输出反馈控

制器

u ( t) = F {y (s) , 0≤ s≤ t; z s- h (s) , h ≤ s≤ t},

使得

sup
x (0) ,w (õ)

A öB < Χ2 (5)

成立. 其中

A = x 3 (T ) P c (T ) x (T ) +∫
T

0
u3 ( t) u ( t) d t +

∫
T

0
s3 ( t) s ( t) d t,

B = x 3 (0) 0 - 1
0 x (0) +∫

T

0
w 3 ( t)w ( t) d t +

∫
T

0
v 3 ( t) v ( t) d t +∫

T

h
v 3

z ( t) v z ( t) d t.

矩阵0 0和P c (T ) 为给定的正定 (或半正定) 权矩阵.

　　由文献[ 12 ] 知,式 (5) 可化为如下二次型:

J (T ) =

x 3 (0) 0 - 1
0 x (0) +∫

T

0
v 3 ( t) v ( t) d t +

∫
T

h
v 3

z ( t) v z ( t) d t - Χ- 2 [x 3 (T ) P c (T ) x (T ) +

∫
T

0

u ( t)

w ( t)

3 I r 0

0 - Χ2 I l

u ( t)

w ( t)
d t +

∫
T

0
s3 ( t) s ( t) d t ] > 0. (6)

令

J
� (T ) = x 3 (T ) P c (T ) x (T ) +

∫
T

0

u ( t)

w ( t)

3 I r 0

0 - Χ2 I l

u ( t)

w ( t)
d t +

　　　　∫
T

0
s3 ( t) s ( t) d t.

利用文献[ 12 ] 的结果, J
� (T ) 可表示为

J
� (T ) = x 3 (0) P c (0) x (0) +

∫
T

0

u ( t) - u
⌒

( t)

w ( t) - w
⌒

( t)

3
I r 0

0 - Χ2 I l

×

u ( t) - u
⌒

( t)

w ( t) - w
⌒

( t)
d t. (7)

其中

u
⌒

(õ)

w
⌒

(õ)
=

K u ( t)

K w ( t)
x ( t) =

-
G 3

2 ( t) P c ( t)

- Χ- 2G 3
1 ( t) P c ( t)

x ( t). (8)

P c ( t) 为如下倒向R icca t i方程的唯一解:

Pαc ( t) =

F 3 ( t) P c ( t) + P c ( t) F ( t) + H 3 ( t)H ( t) -

P c ( t)G 2 ( t)G 3
2 ( t) P c ( t) +

Χ- 2P c ( t)G 1 ( t)G 3
1 ( t) P c ( t). (9)

式 (7) 代入式 (6) ,得

J (T ) =

x 3 (0) [0 - 1
0 - Χ- 2P c (0) ]x (0) +

∫
T

0
(w ( t) - w

⌒
( t) ) 3 (w ( t) - w

⌒
( t) ) d t +

∫
T

0

u ( t) + G 3
2 ( t) P c ( t) x ( t)

y ( t) - H ( t) x ( t)

z t- h ( t) - M ( t - h ) x ( t - h )

×

- Χ- 2 I r 0 0

0 Im 0

0 0 I p

u ( t) + G 3
2 ( t) P c ( t) x ( t)

y ( t) - H ( t) x ( t)

z t- h ( t) - M ( t - h) x ( t - h)

d t.

(10)

其中 z t- h ( t) = M ( t - h ) = 0, 0≤ t < h.

　　通过上面的分析和文献[ 12 ] 知, H ∞ 输出反馈

问题可等价于:对于变量 x (0) 和w (õ) ,不定二次型

J (T ) 有最小值 J m (T ) ,且能求取一个控制器 u ( t) ,

使得 J m (T ) > 0.

3　主要结果
　　注意到式 (10) 中含有时滞项 z t- h ( t) ,利用重组

新息分析方法重组时滞观测, 将时滞问题转化为无

时滞问题. 首先将问题转化到 K rein 空间,然后进行

观测重组.

3. 1　Kre in 空间模型

　　令

xθ ( t) =

x ( t) , 0≤ t < h;

x ( t)

x ( t - h )
, t≥ h.
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y c ( t) =

y ( t) , 0≤ t < h;

y ( t)

z t- h ( t)
, t≥ h.

式 (10) 中不定二次型 J (T ) 可表示为

J (T ) =

x 3 (0) (0 - 1
0 - Χ- 2P c (0) ) x (0) +

∫
T

0
(w ( t) - w

⌒
( t) ) 3 (w ( t) - w

⌒
( t) ) d t +

∫
T

0

u ( t) - K{ u ( t) xθ ( t)

y c ( t) - H{ ( t) xθ ( t)

3

R w ( t) ×

u ( t) - K{ u ( t) xθ ( t)

y c ( t) - H{ ( t) xθ ( t)
d t. (11)

其中

H{ ( t) =

H ( t) , 0≤ t < h;

H ( t) 0

0 M ( t - h )
, t≥ h.

K{ u ( t) =
K u ( t) , 0≤ t < h;

[K u ( t)　0 ], t≥ h.

R w ( t) =

- Χ- 2 I r 0

0 Im

, 0≤ t < h;

- Χ- 2 I r 0 0

0 Im 0

0 0 I p

, t≥ h.

此时,系统 (1)～ (4) 在 t时刻的观测为

y c ( t) =

y ( t)

y ( t)

z t- h ( t)

=

H ( t) x ( t) + v c ( t) , 0≤ t < h;

H ( t) 0

0 M ( t - h )

x ( t)

x ( t - h )
+ v c ( t) ,

t≥ h.

当 0≤ t < h 时, v c ( t) = v ( t) ; 当 t≥ h 时, v c ( t) =

co l{v ( t) , v z ( t) }.

　　由式 (11) 中不定二次型J (T ) 可得K rein空间

模型

xα( t) = (F ( t) + Χ- 2G 1 ( t)G 3
1 ( t) P c ( t) ) x ( t) +

　　　G 1 ( t) (w ( t) - w
⌒

( t) ) + G 2 ( t) u ( t) , (12)

u ( t)

y c ( t)
=

K{ u ( t)

H{ ( t)
xθ ( t) + vγc ( t). (13)

其中 x ,w , u和 vγc = co l{vu , vc}为K rein空间变量 (用

黑体表示) ,且满足

〈
x (0)

w ( t) - w
⌒

( t)

vγc ( t)

,

x (0)

w (r) - w
⌒

(r)

vγc (r)
〉=

(0 - 1
0 - Χ- 2P c

0) - 1 0

0
I l 0

0 Q vγc

∆tr

.

观测噪声 vγc的协方差阵Q vγc
= diag{Q vu

,Q vc
}. 当 0≤

t < h时,Q vγc
= diag{- Χ- 2 I r, Im };当 t≥ h时,Q vγc

=

diag{- Χ2 I r, Im , I p }.

3. 2　重组新息序列

　　由文献[ 10, 11 ]的讨论知,二次型J (T ) 的最小

值为

J m (T ) =∫
T

0

u ( t) - K{ u ( t) x
-
⌒

( tû t)

y c ( t) - H{ ( t) x
-
⌒

( tû t)

3

R w ( t) ×

u ( t) - K{ u ( t) x
-
⌒

( tû t)

y c ( t) - H{ ( t) x
-
⌒

( tû t)
d t. (14)

其中: R w ( t) 为观测
u ( t)

yc ( t)
的新息协方差矩阵,估计

值为

x
-
⌒

( tû t) =

x
⌒

( tû t) , 0≤ t < h;

x
⌒

( tû t)

x
⌒

( t - hû t)
, t≥ h.

其中 x
⌒

( tû t) 和 x
⌒

( t - hû t) 可由状态 x ( t) 和 x ( t - h )

在如下线性空间上的投影求得:

L
u (s)

yc (s)
, 0≤ s≤ t . (15)

对于变量 x (0) 和 w (õ) , 二次型 J (T ) 的最小值

J m (T ) 存在, 当且仅当 K rein 空间的投影 x
⌒

( tû t) 和

x
⌒

( t - hû t) 存在. 此时,求取二次型最小值问题可转

化为求取 K rein 空间的投影 x
⌒

( tû t) 和 x
⌒

( t - hû t).

　　式 (15) 中的线性空间可以重组为

L

u (s)

y f (s)
, 0≤ s≤ t - h;

u (s)

y (s)
, t - h ≤ s≤ t.

(16)

其中

y f (s) =
y (s)

zs (s + h )
=

H (s)

M (s)
x (s) + vf (s) ,

vf (s) =
v (s)

vz (s + h )
.

观测噪声 vf (s) 的协方差阵为

Q vf
(s) = diag{Q v (s) ,Q vz

(s) } = d iag{Im , I p }.
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　　为了计算最优估计值 x
-
⌒

( tû t) ,给出重组后的新

息序列

　　　　W (s, t) =
u (s)

y (s)
-

u
⌒

(sûs, t)

y
⌒

(sûs, t)
=

　　　　
K u (s)

H (s)
e (s, t) +

vu (s)

v (s)
, s < t,

　　　　W (s, s) =
u (s)

y f (s)
-

u (sûs, s)

y
⌒

f (sûs, s)
=

　　　　

K u (s)

H (s)

M (s)

e (s, s) +
vu (s)

vf (s)
.

其中: e (s, t) = x ( t) - x
⌒

( tûs, t) , e (s, s) = x (s) -

x
⌒

(sûs, s) , s < t. 令估计值 x
⌒

( tûs, t) ( t ≥ s) 为状态

x ( t) 在如下线性空间上的投影:

L
u (r)

y f (r)
, 0≤ r≤ s;

u (r)

y (r)
, s≤ r≤ t .

新息序列{W (õ, õ) }构成如下线性空间:

L
W (s, s) , 0≤ s≤ t - h;

W (s, t) , t - h ≤ s≤ t.
(17)

可以证得式 (15)～ (17) 中的线性空间均等价. 新息

序列的协方差阵为

Q w (s, t) =
diag{Q vu

( t) ,Q v ( t) }, t > s;

d iag{Q vu
( t) ,Q vf

( t) }, t = s.

3. 3　协方差矩阵和最优估计值

　　本节利用得到的新息W (õ, õ) 来计算最优估计

值. 令P r
t- h , s =〈x (r) , e ( t - h , s)〉(r, s≥ t - h ) 为

状态 x (r) 和状态估计误差 e ( t - h , s) 的协方差阵,

则有如下结果:

　　引理 1　令 < ( s ) = F ( s ) + Χ- 2 G 1 ( s ) ×

G 3
1 (s) P c (s). 协方差P r

t- h , s (s, r≥ t - h ) 可分以下 3

种情况计算:

　　1) 当 s = r = t - h 时, 协方差阵 P s
s, s 满足

R iccat i微分方程

dP s
s, söds =

<(s) P s
s, s + P s

s, s<3 (s) + G 1 ( t)G 3
1 ( t) -

Χ2G 2 ( t)G 3
2 ( t) - P s

s, s (- Χ2K 3
u (s) K u (s) +

H 3 (s)H (s) + M 3 (s)M (s) ) P s
s, s,

P 0
0, 0 = 0 - 1

0 ; (18)

　　2) 当 s = r > t - h 时,协方差阵P s
t- h, s满足

5P s
t- h, sö5s =

<(s) P s
t- h, s + P s

t- h, s<3 (s) + G 1 ( t)G 3
1 ( t) -

Χ2G 2 (s)G 3
2 (s) - P s

t- h, s (- Χ2K 3
u (s) K u (s) +

M 3 (s)M (s) ) P s
t- h , s, (19)

其中协方差阵的初值P t- h
t- h, t- h 可由式 (18) 求得;

　　3) 当 s > r = t - h 时,协方差阵P t- h
t- h, s 满足

5P t- h
t- h, sö5s = P t- h

t- h, sA
3 ( t - h , s) , (20)

其中协方差阵的初值P t- h
t- h, t- h 可由式 (18) 求得,且

　　　　A ( t - h , s) =

　　　　<(s) {I n - P s
t- h, s (- Χ2K 3

u (s) K u (s) +

　　　　M 3 (s)M (s) }.

　　证明参见文献[ 10 ].

　　如下定理给出了如何求取最优估计值 x
-
⌒

( tû t) :

　　定理 1　考虑系统 (12) 和 (13) ,最优估计值为

x
-
⌒

( tû t) =

x
⌒

( tû t) , 0≤ t < h;

x
⌒

( tû t)

x
⌒

( t - hû t)
, t≥ h.

其中 x
⌒

( t - hû t) = x
⌒

( t - hû t - h , t) 和 x
⌒

( tû t) =

x
⌒

( tû t - h , t) 可计算如下:

x
⌒

( t - hû t - h , t) =

x
⌒

( t - hû t - h , t - h ) +∫
t

t- hP
t- h
t- h, sB 1 (s) ds,

(21)

x
⌒

(sû t - h , s) =

5 (s, t - h ) x
⌒

( t - hû t - h , t - h ) +

∫
s

t- h
5 (s, Σ) P Σ

t- h, ΣB 2 (Σ) dΣ, t - h ≤ s≤ t. (22)

其中

5
õ

(s, t - h ) = <(s) 5 (s, t - h ) ,

B 1 (s) =

- Χ2K 3
u (s) u (s) + H 3 (s) y (s) +

(Χ2K 3
u (s) K u (s) - H 3 (s)H (s) ) x

⌒
(sû t - h , s) ,

B 2 (s) =

- Χ2K 3
u (s) u (s) + M 3 (s) zs (s + h ) +

(Χ2K 3
u (s) K u (s) - M 3 (s)M (s) ) x

⌒
(sû t - h , s).

式中 <(s) 同引理 1,矩阵P s
t- h, s 和P t- h

t- h, s 分别由式

(19) 和式 (20) 给出. 初始条件x ( t - hû t - h , t - h )

满足

　x
⌒

( tû t, t) =

　5 ( t, 0) x
⌒

(0û0, 0) +∫
t

0
5 ( t, Σ) P Σ

Σ, ΣB 1 (Σ) dΣ. (23)

其中矩阵P t
t, t满足式 (18).

　　证明　当 h > 0时,状态估计值 x
⌒

( t - hû t -

h , t) 为新息{W (s, s) , 0≤ s≤ t - h;W ( t - h , s) , t -

h < s≤ t}的线性最小均方差估计,因此可得

　x
⌒

( t - hû t - h , t) =
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　∫
t

0
〈x ( t) ,W (s, s)〉

Q vu
( t) 0

0 Q vf
( t)

- 1

W (s, s) ds.

其中〈x ( t) ,W (s, s)〉= P t
s, t

K u (s)

H (s)

3

. 由新息定理

可得

　x
⌒

( t - hû t - h , t) =

　x
⌒

( t - hû t - h , t - h ) +∫
t

t- hP
t- h
t- h , s

K u ( t)

H ( t)

3

×

　
Q vu

(s) 0

0 Q v (s)

- 1

{
u (s)

y (s)
-

K u (s)

H (s)
×

　x
⌒

(sû t - h , s) }ds.

其中协方差阵P t- h
t- h, s 满足式 (20) , 上式经整理可得

式 (21). 类似地, 状态估计值 x
⌒

(sû t - h , s) 为新息

{W (r, r) , 0≤ r≤ t - h;W ( t - h , r) , t - h < r≤

s}的线性最小均方差估计,可得

x
⌒

(sû t - h , s) =

∫
t- h

0
〈x (s) ,W (r, r)〉Q - 1

vf
(r)W (r, r) d r +

∫
s

t- h
〈x (s) ,W ( t - h , r)〉Q - 1

v (r)W ( t - h , r) d r.

上面方程两边对 s求导,得

dx
⌒

(sû t - h , s) öds =

<(s) x
⌒

(sû t - h , s) + P s
t- h, s

K u (s)

H (s)

3

×

Q vu
(s) 0

0 Q v (s)

- 1
u (s)

y (s)
-

K u (s)

H (s)
x
⌒

(sû t - h , s) .

其中P s
t- h, s满足式 (19) ,上式经整理可得式 (22). 式

(23) 中初值 x
⌒

( t - hû t - h , t - h ) 由 Kalm an 滤波

给出. □

3. 4　H ∞ 控制问题的解

　　下面给出本文的主要结果.

　　定理 2　给出状态空间模型 (1)～ (4). 对于任

意正数 Χ, 存在一个 H ∞ 输出反馈控制器 u ( t) =

F {y (s) , 0≤ s≤ t; z s- h (s) , h ≤ s≤ t},使得性能指

标 (5) 成立. 其充要条件为:当 t - h ≤ s≤ t且 0≤

t≤ T 时,矩阵P s
t- h, s 和P t- h

t- h, s 有界,且初始条件为

P c (T ) 的倒向R iccat i微分方程 (9) 有唯一解 P c ( t).

此时得到的中心控制器为

u ( t) = K u ( t) x
⌒

( tû t - h , t). (24)

其中: x
⌒

( tû t - h , t) 由定理2计算,矩阵K u ( t) 满足式

(8).

　　证明　1) 已知观测时滞的H ∞ 输出反馈问题

等价于: 对于变量{x (0) ,w (0) ,⋯,w (N ) }, 二次型

J (T ) 有最小值 J m (T ) 且 J m (T ) > 0. 二次型 J (T )

有最小值 J m (T ) 问题等价于 K rein 空间的投影

x
⌒

( tû t) 和 x
⌒

( t - hû t) 存在. 而K rein空间投影 x
⌒

( tû t)

和 x
⌒

( t - hû t) 存在的充要条件为:对于 t - h ≤ s≤

t且 0≤ t≤ T ,矩阵P s
t- h, s 和P t- h

t- h, s 有界.

　　2) 已知式 (14) 中二次型的最小值 J m (T ) ,可表

示为

J m (T ) =

∫
T

0
[ - Χ- 2 (u ( t) - K{ u ( t) x

-
⌒

( tû t) ) 3 (u ( t) -

K{ u ( t) x
-
⌒

( tû t) + (y c ( t) - H{ ( t) x
-
⌒

( tû t) ) 3 (y c ( t) -

H{ ( t) x
-
⌒

( tû t) ) ]d t.

如果 J m (T ) > 0成立,则取

u ( t) = K u ( t) x
⌒

( tû t - h , t) =

- G 2 ( t) P c ( t) x
⌒

( tû t - h , t).

其中: P c ( t) 为式 (9) 中R iccat i微分方程的唯一解,

最优估计值 x
⌒

( tû t - h , t) 可由定理 1求得. 此时的控

制器 u ( t) 称为中心控制器. □

4　数值例子
　　考虑系统 (1)～ (4) ,系统参数为

F =
0. 1 0

0 0. 7
, G 1 =

0. 5

0
,

G 2 =
0

0. 3
, H =

0. 1

0. 1
,

M =
0. 1

0. 1
,L =

0. 2

0. 3
.

取

Χ= 0. 8, h = 10, P c (T ) =
0. 5 0

0 1
, T = 100.

仿真结果如图 1所示. 其中横坐标为时间 t, 纵坐标

为性能指标 (5) 中A öB 的值. 从图中可以看出, 利

用时滞观测对状态进行估计并引入控制中, 能使系

统很好地满足H ∞性能指标的要求,不超过给定的Χ
值.

图 1　比值A öB 随时间 t变化
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5　结　　论
　　本文给出了一类观测时滞系统的H ∞输出反馈

问题有解的充要条件. 借助于 Krein 空间方法和重

组新息分析方法, 将时滞H ∞ 问题转化为无时滞的

H 2估计问题. 由于连续系统的新息 Gram ian s矩阵

是对角矩阵, 观测时滞系统H ∞ 输出反馈问题的推

导过程要比离散系统简洁.
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