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模糊AHP 的权重向量求解方法研究

王　玮, 张玉芝
(海军大连舰艇学院 装备系统与自动化系, 辽宁 大连 116013)

摘　要: 在分析层次分析法 (A H P)基本原理及其应用问题的基础上, 提出了给定模糊判断矩阵下的模糊数判断矩阵

满意水平的概念, 建立了给定模糊判断矩阵下的极大化满意水平的模糊数判断矩阵及其权重向量求解模型. 研究了

用遗传算法求解模型的方法, 设计了一种主从编码方式及其自主遗传算法结构. 仿真结果表明了该算法的有效性和

实用价值.
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1　引　　言
　　层次分析法 (A H P ) 是将定性与定量相结合的

一种系统分析方法[1 ] , 已在经济、军事、管理、社会科

学等各个决策领域得到广泛的应用. 判断矩阵是

A H P 法应用的关键, 传统的构造方法是用确定的数

值来表示. 然而由于实际系统比较复杂, 人们对系统

各要素的相对重要程度无法作出精确判断, 只能给

出一个判断的范围, 于是便产生了不确定A H P 问

题[2～ 4 ]. 目前, 不确定A H P 问题的研究已经引起人

们的广泛关注[1～ 7 ].

在现有的不确定A H P 法中, 判断矩阵通常以

区间形式给出[3, 5, 6 ]. 但在实际应用中, 人们对区间

内的不同判断数值往往有着不同的主观认识, 可能

是其中最满意 (或最认可) 的某个判断数值[2, 7 ]. 为

此, 本文在分析A H P 法基本原理及其应用的基础

上, 提出了给定模糊判断矩阵下的模糊数判断矩阵

满意水平的概念, 建立了给定模糊判断矩阵下的极

大化满意水平的模糊数判断矩阵及其权重向量求解

模型, 并给出了基于遗传算法的模型求解方法, 从而

为实际多准则决策问题的解决提供了一条新途径.

2　问题提出
　　任何系统分析都以一定的信息为基础,A H P 法

的信息基础主要是人们对系统各要素的相对重要性

给出的判断. 判断矩阵是A H P 法工作的出发点, 传

统的构造方法是用确定的数值来表示[1, 8 ].

定义 1　设有 n 个元素, 即N = {1, 2, ⋯, n} 进

行两两比较, 称A = (a ij ) n×n 为数值判断矩阵, 如果

满足:
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1) Π i ∈N , a ii = 1;

2) Π i, j ∈N , a ij = 1öa j i, 1ö9 ≤ a ij ≤ 9.

定义 2　如果数值判断矩阵A 还满足: Π i, j , k

∈ N , a ik = a ija j k , 则称A 为完全一致性的数值判断

矩阵.

当数值判断矩阵具有完全一致性时, 可以通过

解特征值问题AW = Κm ax (A )W , 求出正规化特征向

量W = [w 1,w 2, ⋯,w n ]T , 从而得到 n 个排序元素的

权重向量. 但在A H P 法的实际应用中, 由于客观事

物比较复杂, 人们给出的数值判断矩阵很难满足完

全一致性条件, 当数值判断矩阵偏离一致性过大时,

以权重向量计算结果作为决策依据将会出现问题,

因而需要进行数值判断矩阵的一致性检验. Saaty 给

出了数值判断矩阵的一致性检验方法[8 ] , 具体步骤

如下:

1) 计算数值判断矩阵的一致性指标C I = (Κm ax

- n) ö(n - 1) ;

2) 求平均随机一致性指标R I (对于 1～ 9 阶矩

阵, 可查表获得R I ) ;

3) 计算数值判断矩阵的随机一致性比例CR =

C I öR I.

当CR ≤ 0. 1时, 数值判断矩阵具有满意的一致

性; 否则, 需要对数值判断矩阵进行调整, 直至满足.

A H P 法只要求判断矩阵具有满意的一致性, 以适应

实际应用中的各种复杂系统.

A H P 法应用的关键是构造一个具有满意一致

性的数值判断矩阵, 但实际系统通常都比较复杂, 对

系统各要素的优劣无法清楚地判断, 构造出来的判

断矩阵往往不是确定的数值形式, 而是一些具有主

观认识的模糊数. 判断矩阵的一致性程度主要取决

于判断者对系统各要素的把握程度, 对各要素优劣

认识得越清楚, 一致性程度就越高, 而模糊判断矩阵

的一致性条件, 在实际应用中不满足是客观存在的

且无法完全消除. 本文的问题是: 如何确定满足一致

性条件的模糊数判断矩阵及其权重向量, 使其在给

定模糊判断矩阵下的满意水平最大.

3　 模型建立
　　对系统要素进行两两比较判断时, 通常在主观

上具有一定的模糊认识. 为了合理描述这种判断方

式, 人们利用模糊理论提出了模糊判断矩阵的概

念[2 ].

定义 3　设[aL , aU ] 为一个闭区间, 若 Λaζ (x ) 为

区间数 x = {x ûx ∈ [aL , aU ]} 的隶属度, 则称 aζ =

{ (x , Λaζ (x ) ) ûx ∈ [aL , aU ]} 为一个模糊集合; 若

Λaζ (x ) 取为

Λaζ (x ) =

x - aL

a - aL , aL ≤ x < a;

1, x = a;

aU - x
aU - a

, a < x ≤ aU.

(1)

则称 aζ = { (x , Λaζ (x ) ) ûx ∈ [aL , a , aU ]} 为三角形模

糊集合, 简记为 aζ = [aL , a , aU ]; 若 x� ∈ aζ, 则称 x� =

(x , Λaζ (x ) ) 为三角形模糊数.

三角形模糊数如图 1 所示, 当边界点 aL 和 aU 相

等时, 模糊数成为一个确定数值. 可见, 模糊判断描

述具有更一般的理论和实际意义.

图 1　 三角形模糊数描述

定义 4　设有 n 个元素, 即N = {1, 2, ⋯, n} 进

行两两比较, 若 Π i, j ∈N , [aL
ij , a ij , aU

ij ] 表示给出的

三角形模糊判断, 则称A
� = (aζ ij ) n×n 为三角形模糊判

断矩阵, 如果满足:

1) Π i ∈N , aζ ii = 1;

2) Π i, j ∈N , aζ ij = [aL
ij , a ij , aU

ij ], 1ö9 ≤ aL
ij ≤ a

≤ aU
ij ≤ 9;

3) Π i, j ∈N , aζ ij = 1öa j i = [ 1öaU
j i, 1öa ij , 1öaL

j i ].

可见, 模糊判断内的任意模糊数都有着不同的

满意度, 构造 n 阶模糊判断矩阵只需对其上 (下) 三

角元素 (共 n (n - 1) ö2 个) 给出判断即可.

定义 5　设A� = (aζ ij ) n×n , aζ ij = [aL
ij , a ij , aU

ij ] 为三

角形模糊判断矩阵, 如果Π i, j ∈N , j > i, k = ( i -

1) n + ( j - i) , bL
k = aL

ij , bk = a ij , bU
k = aU

ij , 则称 bυk =

[bL
k , bk , bU

k ] 为给定三角形模糊判断矩阵A� 的上三角

元素.

定义 6　设A� = (aζ ij ) n×n , aζ ij = [aL
ij , a ij , aU

ij ] 为三

角形模糊判断矩阵, 若 Π i, j ∈ N , x�ij = (x ij ,

Λaζij
(x ij ) ) , x�ij ∈ aζ ij , 则称 Χ= m in

i, j∈N
(Λaζij

(x ij ) ) 为模糊

数判断矩阵X� = (x�ij ) n×n 的满意水平.

定义 7　 设决策变量为 Y� 和 Χ, 其中 Y� =

[yζk ]1× (n (n- 1) ö2) , yζk = (y k , Λbυk
(y k ) ) 为满足一致性条件

的 n 阶模糊数判断矩阵X� = (x�ij ) n×n (x
�

ij ∈ aζ ij ) 的上

三角元素, 且Π i, j ∈N , j > i, k = ( i - 1) n + ( j -

i) , bυk 为给定三角形模糊判断矩阵A
� = (aζ ij ) n×n 的上

三角元素, Χ= m in
k∈[1, n (n- 1) ö2 ]

(Λbυk
(y k ) ) 为 n 阶模糊数判

断矩阵X� = (x�ij ) n×n 的满意水平.
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于是, 在给定模糊判断矩阵下, 极大化满意水平

的模糊数判断矩阵权重向量求解问题可用如下数学

模型 (M ) 来描述:

F (Χ, yζ) = m ax Χ; (2)

s. t. Λbυk
(y k ) ≥ Χ,

　　Π k ∈ [ 1, n (n - 1) ö2 ]; (3)

　　yζk = x�ij , Π i, j ∈N , j > i,

　　k = ( i - 1) n + ( j - i) ; (4)

　　X�W = Κm ax (X�)W , (5)

　　
Κm ax (X�) - n
(n - 1)R I

≤ 0. 1; (6)

　　x
�

ij = 1öx
�

j i, x
�

ii = 1, Π i, j ∈N ; (7)

　　yζk ∈ bυk , Χ∈ [ 0, 1 ],

　　Π k ∈ [ 1, n (n - 1) ö2 ]. (8)

其中: N = {1, 2, ⋯, n}, bυk = [bL
k , bk , bU

k ] 为给定三角

形模糊判断矩阵A� = (aζ ij ) n×n 的上三角元素, aζ ij =

[aL
ij , a ij , aU

ij ], X� = (x�ij ) n×n ,W = [w 1,w 2, ⋯,w n ]T.

在模型 (M ) 中, 目标函数 (2) 表示极大化满意

水平; 约束条件 (3) 表示满意水平定义; 约束条件

(4) 表示将决策变量转换成相应的模糊数判断矩

阵; 约束条件 (5) 表示模糊数判断矩阵的权重计算;

约束条件 (6) 表示模糊数判断矩阵的一致性条件;

约束条件 (7) 表示构成模糊数判断矩阵的约束; 约

束条件 (8) 表示决策变量的取值范围.

由于模型 (M ) 的可行域是非连通的, 无法用一

般规划方法进行优化求解, 本文进而研究用遗传算

法求解模型的问题[9 ].

4　 模型求解
4. 1　染色体编码及其初始化

从求解问题的特点出发, 设计染色体编码为主

从式实值编码, 主从关系如图 2 所示. 主从式实值编

码的特点是主编码控制从编码的产生范围, 从编码

满足主编码的约束条件.

图 2　 染色体编码

设染色体 j 的编码表示为Z ( j ) = [Χ( j ) , y 1 ( j ) ,

⋯, y n (n- 1) ö2 ( j ) ], 其随机产生过程如下:

1) 随机产生主编码 Χ( j ) ∈ [ 0, 1 ].

2) 设Π i ∈ [ 1, n (n - 1) ö2 ], [dL
i ( j ) , dU

i ( j ) ] 表

示染色体 j 的从编码取值范围的边界点, 即 dL
i = bL

i

+ Χ( j ) (bi - bL
i ) , dU

i = bU
i + Χ( j ) (bU

i - bi). 于是, 随

机产生从编码 y i ( j ) 为

y i ( j ) = dL
i ( j ) + rand [dU

i ( j ) - dL
i ( j ) ], (9)

其中 rand 为[ 0, 1 ] 之间的随机数.

可见, 随机生成的染色体 Z ( j ) 完全满足模型

(M ) 中的约束条件 (3) 和 (8).

4. 2　适应值函数

约束优化问题的一般处理方法是利用惩罚因

子, 将约束条件结合到目标函数中[9 ]. 因此, 染色体

Z ( j ) 的适应值函数定义为

F (Z ( j ) ) =

Χ( j ) - Υm ax{0,
Κm ax (X� ( j ) ) - n

(n - 1)R I
- 0. 1},

(10)

其中 Υ为惩罚因子, 是一个很大的正数.

4. 3　遗传运算

在遗传算法中, 交叉和变异是两种最常用的遗

传运算. 对于本文问题, 采用传统的染色体交叉和变

异运算方式, 极易产生问题 (M ) 的非可行解. 为此

设计了如下主从编码自主遗传的运算方式, 即变异

运算只在染色体的主编码上进行变异, 交叉运算只

在同类染色体的从编码上进行算术交叉.

定义 8　称具有相同主编码的染色体群为同类

染色体.

4. 3. 1　主编码自主遗传运算

设随机确定的第 k 代变异染色体为 Z k ( j ) =

[Χk ( j ) , y k
1 ( j ) , ⋯, y k

n (n- 1) ö2 ( j ) ]. 在经过主编码的自

主变异遗传运算后, 得到一个新的染色体Z k+ 1 ( j ) =

[Χk+ 1 ( j ) , y k+ 1
1 ( j ) , ⋯, y k+ 1

n (n- 1) ö2 ( j ) ]. 其 中 主 编 码

Χk+ 1 ( j ) = rand, rand ∈ [ 0, 1 ], 从编码 y k+ 1
i ( j ) =

dL
i ( j ) + rand [dU

i ( j ) - dL
i ( j ) ], dL

i ( j ) = bL
i +

Χk+ 1 ( j ) (bi - bL
i ) , dU

i ( j ) = bU
i - Χk+ 1 ( j ) (bU

i - bi) ,

[bL
i , bi, bU

i ] 为给定三角形模糊判断矩阵A� = (aζ) n×n

的上三角元素.

4. 3. 2　从编码自主遗传运算

设随机确定的第 k 代交叉染色体为 Z k (1) =

[Χk (1) , y k
1 (1) , ⋯, y k

n (n- 1) ö2 (1) ], 在同类染色体中随

机确定的另一个染色体为 Z k (2) = [Χk (2) , y k
1 (2) ,

⋯, y k
n (n- 1) ö2 (2) ]. 其中 Χk (1) = Χk (2). 在经过从编码

的自主交叉遗传运算后, 得到两个新的染色体

Z k+ 1 (1) = [Χk+ 1 (1) , y k+ 1
1 (1) , ⋯, y k+ 1

n (n- 1) ö2 (1) ] 和

Z k+ 1 (2) = [Χk+ 1 (2) , y k+ 1
1 (2) , ⋯, y k+ 1

n (n- 1) ö2 (2) ], 其中

主编码 Χk+ 1 (1) = Χk+ 1 (2) = Χk (1) = Χk (2). 即保持

原来的不变, 从编码分别为 y k+ 1
i (1) = Βy k

i (2) + (1

- Β) y k
i (1) 和 y k+ 1

i (2) = Βy k
i (1) + (1 - Β) y k

i (2) , 参

数 Β取为 0 ≤ Β≤ 1.

4. 4　选择策略与停止准则

选择策略采用比例选择与精华模型相结合的运
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算方法, 即将最优染色体直接复制进入下一代, 下一

代其他染色体采用轮盘选择法来产生. 这样的选择

策略可以保证最优个体进入下一代, 同时可使其他

染色体有机会进入下一代, 从而避免了染色体因适

应值不同而带来的悬殊选择机会.

停止准则采用最大迭代数判断法, 即判断迭代

的代数是否为要求的代数 Gen, 若是则停止进化, 选

择最优染色体作为模型 (M ) 的最优化解输出.

5　 仿真计算
　　本文提出的遗传算法采用M atlab 实现, 并在

Pen t ium Ì 机上作了大量计算, 都取得了满意结果.

图 3～ 图 5 给出了其中两个仿真算例, GA 参数设定

取为种群数M = 30, 迭代总数Gen = 300, 交叉率p c

= 0. 6, 变异率p m = 0. 15, 惩罚因子<= 1 000, 参数

Β = 0. 4. 比较分析计算结果, 可以看出算法是有效

的. 给定的两个模糊判断矩阵分别为
A�1 =

[1, 1, 1 ] [2, 3, 4 ] [3, 3. 5, 5 ] [3, 4, 5 ]

[
1
4

,
1
3

,
1
2 ] [1, 1, 1 ] [

1
2

,
2
3

, 1 ] [2, 3, 5 ]

[
1
5

,
1

3. 5
,

1
3 ] [ 1,

3
2

, 2 ] [1, 1, 1 ] [
1
3

,
1
2

, 1 ]

[
1
5

,
1
4

,
1
3 ] [

1
5

,
1
3

,
1
2 ] [1, 2, 3 ] [1, 1, 1 ]

,

A�2 =

[1, 1, 1 ] [2, 3, 4 ] [3, 4, 5 ] [3, 4. 5, 5 ]

[
1
4

,
1
3

,
1
2 ] [1, 1, 1 ] [

1
2

, 1, 1 ] [2, 4, 5 ]

[
1
5

,
1
4

,
1
3 ] [1, 1, 2 ] [1, 1, 1 ] [

1
3

,
2
3

, 1 ]

[
1
5

,
1

4. 5
,

1
3 ] [

1
5

,
1
4

,
1
2 ] [ 1,

3
2

, 3 ] [1, 1, 1 ]

.

(a)　A
�
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图 3　 最优适应值曲线

(a)　A�1　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (b )　A�2

图 4　 权重向量曲线

(a)　A�1　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (b )　A�2

图 5　 随机一致性比例曲线
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6　 结　　论
　　模糊A H P 的权重向量求解是决策领域中的一

个热点研究问题. 本文提出的基于遗传算法的极大

化满意水平模糊A H P 的权重向量求解方法, 为解

决实际多准则决策问题提供了一条新途径. 该算法

结构简洁、运算速度快、运算结果明了、便于决策者

参考, 具有较大的实用价值.
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