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加速度约束条件下的非完整移动机器人运动控制
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摘　要: 将移动机器人的运动规划与跟踪控制问题合并在一起,对加速度约束条件下的非完整移动机器人运动控制

问题进行研究. 提出基于贝塞尔曲线的路径规划方法,以满足机器人的非完整约束. 在考虑所受加速度约束的条件

下,通过规划机器人状态时间轨线的方法实现了时间最优的轨迹规划. 基于控制李亚普诺夫函数推导出了轨迹跟踪

的控制律. 仿真实验结果表明所提出的算法是有效的 1
关键词: 移动机器人; 非完整约束; 路径规划; 轨迹规划; 轨迹跟踪

中图分类号: T P242　　　　文献标识码: A

M otion Con trol of Nonholonom ic M obile Robot under Accelera-

t ion Con stra in s

CA O Y ang
1, FA N G S hua i

2, X U X in2he
3

(1. D epartm ent of A utom ation, U niversity of Science and T echno logy of Ch ina, H efei 230027, Ch ina; 2. Schoo l of

Computer and Info rm ation, H efeiU niversity of T echno logy, H efei 230009, Ch ina; 3. Co llege of Info rm ation Science

and Engineering, N o rtheastern U niversity, Shenyang 110004, Ch ina. Co rresponden t: CAO Yang, E2m ail: fo rrest

@ustc. edu. cn)

Abstract: M o tion con tro l of nonho lonom ic mobile robo t under accelerat ion lim its is discussed. M o tion p lann ing and

tra jecto ry track ing are inco rpo rated. T he p lanned path is p resen ted as Bezier curve that can be p roved to satisfy the

nonho lonom ic constra ins. U nder the accelerat ion constra ins, the tra jecto ry realized by p lann ing the tim e law of

robo t’s sta te is op tim ized in the sense of m in im um tim e. F inally, the con tro l law of tra jecto ry track ing is p resen ted

based on a con tro l L yapunov function. T he sim ulation resu lts p rove the effectiveness of the p ropo sed m ethods.
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1　引　　言
　　轮式移动机器人 (WM R )以其灵活性和大范围

活动能力,在国防和工业生产中具有广泛的应用前

景和商业价值,其运动控制问题受到了学者们的广

泛关注[1, 2 ]. 轮式移动机器人运动控制问题,可描述

为控制机器人沿着一条预先规划的轨迹,从某一初

始位姿运动到达目标位姿. 这一问题包含两方面内

容:运动规划和跟踪控制.

相关文献一般是对这两个子问题单独进行讨

论,如文献[ 3～ 5 ]分别采用时间、能量和路径长度作

为性能指标,用于移动机器人最优路径规划问题的

求解; 文献[ 6～ 8 ]对非完整移动机器人的跟踪控制

问题进行研究. 在实际应用中,将这两个子问题分开

解决,通常会出现效率不高、跟踪失败等问题. 这主

要是因为在运动规划时没有考虑机器人所受的外界

约束条件,导致机器人在某些时刻无法达到给定的

输入,从而无法实现有效的轨迹跟踪.

本文针对上述问题,将轮式移动机器人的运动

规划与轨迹跟踪问题合并在一起,认为运动规划是

轨迹跟踪的基础,目的是为轨迹跟踪提供控制目标.

文中推导了机器人在运动过程中所受约束的数学模

型;为使规划的路径能够满足所受约束,提出采用三



阶贝塞尔曲线进行路径规划,以满足非完整约束,并

给出了加速度约束条件下时间最优的轨迹规划方

法;针对移动机器人的轨迹跟踪问题,在建立误差系

统模型的基础上,介绍了基于控制李亚普诺夫函数

(CL F)的轨迹跟踪控制律的推导过程. 本文算法已

应用于仿真机器人足球比赛,取得了较好的效果.

2　机器人及所受约束的数学模型
　　本文研究的对象是一类双轮驱动的机器人小

车. 这类机器人的运动学模型可描述为

xα= vco s Η, yα= v sin Η, Ηα= Ξ. (1)

其中 v 和 Ξ是机器人中心的线速度和角速度 1
假设车轮与地面之间没有打滑, 则机器人所受

的非完整约束为

xαsin Η- yαco s Η= 0. (2)

其中 x , y 和 Η分别是机器人的中心位置和朝向 1
为简化问题,忽略机器人的动力学内容,则机器

人在运动过程中只受到车轮与地面之间摩擦力的作

用. 这一摩擦力与机器人的重力m g和摩擦系数Λ有
关,可表示为 F fric = Λ×m g.

在机器人的运动过程中, 如果其加速度超过某

个最大值,就会发生车轮打滑的现象,从而导致机器

人偏离预定轨迹. 加速度的最大值为

am ax = F fricöm = Λg. (3)

　　机器人的加速度可正交分解为线加速度 a tan 和

角加速度 a rad. 其中线加速度 a tan 是线速度 v 关于时

间的微分,它的朝向与规划路径在接触点 (x r, y r) 的

切线方向相同. 由式 (1) 和 (2) 可知

a tan = vα= x
¨

rco s Ηr + y
¨

r sin Ηr. (4)

机器人角加速度的方向正交于线加速度的方向, 可

表示为

a rad = v × Ξ = (xαrco s Ηr + yαr sin Ηr) Ηαr. (5)

结合式 (5) 和 (8) ,可得出机器人加速度约束的数学

表达式

a = a2
tan + a2

rad ≤ am ax. (6)

此外,机器人还受其速度约束条件的限制,其数学表

达式为

V < V m ax , Ξ < Ξm ax. (7)

3　基于贝塞尔曲线的路径规划
3. 1　路经规划中的非完整约束

本文的研究对象为双轮小车, 它是一类典型的

非完整系统. 对于此类系统的研究,通常是将其系统

模型转化成某种规范形式来进行. 链式系统则是最

常用的一种规范形式. 使用如下坐标变换和输入转

换:

Ν1 = x , Ν2 = tan Η, Ν3 = y ; (8)

v = v 1 sec Η, Ξ = u 2co s2Η. (9)

可将机器人运动学模型 (1) 转化成如下链式系统的

形式:

Ν
õ

1 = u 1, Ν
õ

2 = u 2, Ν
õ

3 = Ν2u 1, (10)

其所受的非完整约束为 Ν
õ

3 = Ν2Ν
õ

1.

此时, 机器人的路径规划问题可描述为寻找曲

线函数 y = f (x ) ,使其满足如下端点条件:

f (x ( t0) ) = y ( t0) ,

df (x ( t0) ) öd (x ) = tan (Η( t0) ) ;
(11)

f (x ( tf ) ) = y ( tf ) ,

df (x ( tf ) ) öd (x ) = tan (Η( tf ) ).
(12)

其中: x ( t0) 是起始点, x ( tf ) 是终止点.

3. 2　贝塞尔曲线

为满足式 (11) 和 (12) 的路径规划的端点条件,

本文选用贝塞尔曲线[9 ] 进行路径规划. 假设已知初

始点位置 P s (x 1, y 1) ,初始速度V s (朝向角为 Α1) ,目

标点位置 p d (x 4, y 4) 和末端速度V d (朝向角为 Α2) ,

则连接 p s和 p d 两点的三阶贝塞尔曲线方程为

x = x 1 (1 - u) 3 + 3x 2 (1 - u ) 2u +

　　3x 3 (1 - u ) u 2 + x 4u 3,

y = y 1 (1 - u ) 3 + 3y 2 (1 - u ) 2u +

　　3y 3 (1 - u ) u 2 + y 4u 3;

(13)

x 2 = x 1 + Κv sco s Α1,

y 2 = y 1 + Κv s sin Α1;
(14)

x 3 = x 4 - Κv d co s Α2,

y 3 = y 4 - Κv d sin Α2.
(15)

其中: Κ为正系数, u 的取值范围为[ 0, 1 ].

将式 (13)～ (15) 代入式 (11) 和 (12) , 易证采

用该方法进行路径规划,满足式 (11) 和 (12) 的端点

条件,即该路径是满足非完整约束的.

4　轨迹规划与轨迹跟踪
4. 1　时间最优的轨迹规划

机器人的路径和轨迹是两个不同的概念, 路径

是一条静态的几何轨线, 而轨迹则是以时间为参数

的轨线. 一旦运动的轨迹确定,机器人运动的时间也

就确定. 因此,移动机器人的轨迹规划问题要比路径

规划问题复杂,除要规划一条状态的几何轨线外,还

要规划一条状态的时间轨线 u = u ( t).

本文所讨论的轨迹规划是在离散空间下进行

的,因此时间轨线 u 可设计为

u = köT op t, k = 0, 1,⋯, T op t. (16)

其中 T op t 是机器人完成轨迹跟踪所需的最小周期

数.

于是, 轨迹规划问题便可转化为一个时间的最
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优化问题. 考虑到规划的轨迹还应足够平滑以满足

机器人容易跟踪的需要,因此提出如下代价函数:

J = w T op t +
1

T op t
∑
T op t

u= 0
∆(u ). (17)

其中: w 是加权系数, ∆是轨迹的曲率, 可按下式求

解:

∆(u ) =

( 52

5u 2y (u ) ) ( 5
5u

x (u ) ) - ( 52

5u 2x (u ) ) ( 5
5u

y (u ) )

( 5
5u

x (u ) )
2

+ ( 5
5u

y (u ) ) 2
.

(18)

利用式 (14) 和 (15) 中的系数Κ作为设计变量,式 (6)

作为加速度约束条件, 通过求解有约束最优化问题

m in
Κ

J = J (Κ) ,即可得到所规划的轨迹.

4. 2　轨迹跟踪

移动机器人轨迹跟踪问题通常可等价地转化为

对一参考小车的跟随问题[9 ]. 参考小车模型为 qαr =

s (q r) Ωr,其中 qr = [x r, y r, Ηr ]T , Ωr = [v r, Ξr ]T.

图 1　轨迹跟踪问题误差系统模型

构建如图 1所示的误差系统, 则轨迹跟踪误差

动态方程为

eα=

eα1
eα2
eα3

=

v rco s e3 - v + e2Ξ
v r sin e3 - e1Ξ

Ξr - Ξ
. (19)

此时,控制目标为设计一速度控制律 Ω( t) = [v ( t) ,

Ξ( t) ]T ,令 t→∞, e→ 01
本文采用控制L yapunov 函数来设计轨迹跟踪

控制律. 构造正定函数

V =
k 1

2
(e2

1 + e2
2) + 1 - co s e3, k 1 > 0. (20)

设计反馈控制律

7 =
v

Ξ
=

v rco s e3 + k 2e1

Ξr + k 1e2v r + k 3 sin e3

,

k 1, k 2, k 3 > 0. (21)

对式 (20) 求时间导数,并代入式 (21) 可得

Vα= - k 1k 2e2
1 - k 3 sin2e3 ≤ 0. (22)

由此得到一个弱 CL F (Vα不严格小于零). 由文献

[ 10 ] 知,根据弱CL F 设计的反馈控制律 (21) , 可保

证系统渐近收敛于稳定平衡点 e = 0.

5　实验结果
　　为检验本文算法的有效性,分别在M atlab和仿

真机器人足球比赛平台 Sim u so t 上进行仿真实验.

规划的轨迹起始为 (0, 0, 0) ,规划初速度为 0 cm ös,

目标位姿为 (10, 20, 0) ,规划末速度为 200 cm ös. 机

器人的初始位姿为 (1, 1, Πö6) ,线速度最大值为 200

cm ös, 角速度最大值为 50 radös, 加速度最大值为

0. 2 m ös2.

　　仅考虑速度约束,在M atlab下得到一条基于贝

塞尔曲线的时间最优轨迹,如图 2所示,其中实线为

规划的轨迹, 虚线为轨迹跟踪的效果 1这只是理想
状态下的仿真结果 1

图 2　不考虑加速度约束的轨迹跟踪

机器人的实际加速度如图 3所示,其中曲线①

为理想状态下的加速度轨线,曲线②为加速度约束

条件下采用传统算法的加速度轨线,曲线③为加速

度约束条件下采用本文算法的加速度轨线 1由曲线
①可以看出,此时要求机器人的加速度能够达到一

个很大的值,这在实际中是很难实现的.

图 3　机器人的实际加速度

在 Sim u so t 平台上对该轨迹进行跟踪实验, 结

果如图 4所示. 可以看出机器人无法按预定轨迹前

进,这是由于受加速度约束的限制,机器人不能达到

给定的速度.

应用本文方法对轨迹进行重新规划,规划的轨
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图 4　考虑加速度约束的轨迹跟踪

迹和机器人的实际跟踪效果如图 5 所示. 此时机器

人能够沿着预定轨迹前进,且由曲线可以看出,机器

人的加速度始终满足其约束条件.

图 5　加速度约束下时间最优轨迹跟踪

6　结　　语
　　本文将移动机器人的运动规划与跟踪控制问题

相结合,提出一种加速度约束条件下的非完整移动

机器人的运动控制算法. 利用贝塞尔曲线进行路径

规划,使路径上各点均能满足非完整约束. 通过对机

器人状态时间轨线的规划,得到了加速度约束条件

下的时间最优轨迹,并基于控制李亚普诺夫函数推

导出了轨迹跟踪律. 仿真试验结果表明,本文方法能

够保证机器人在最短时间内由起始点移动到目标

点,且在运动过程中始终满足加速度约束.

本文的研究是针对双轮驱动的移动机器人进行

的,但所得结论同样适用于其他类型的非完整移动

机器人. 不过由于机器人运动学模型的不同,其链式

系统的表现形式也不同,故所规划的路径满足非完

整约束的端点条件也会发生变化. 此时需要根据端

点条件的变化选取不同阶次和形式的贝塞尔曲线.
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