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一类线性切换系统H ∞状态反馈控制: LM I方法
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(东南大学 自动化研究所, 南京 210096)

摘　要: 研究一类由任意有限多个线性子系统组成的切换系统的 H ∞状态反馈控制问题 1利用L yapunov 函数方

法,给出由线性矩阵不等式 (LM I)表示的控制器存在的充分条件,并设计了相应的子控制器和切换策略 1最后给出
一个数值仿真实例,证明了所得结论的有效性 1
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Abstract: H ∞ sta te feedback con tro l p rob lem is investigated fo r a class of sw itched linear system s. Based on L ya2
punov function techn iques, a sufficien t condit ion fo r the ex istence of sub2con tro llers that is exp ressed by linear m a2
t rix inequalit ies (LM I) is p resen ted. Sub2con tro llers and sw itch ing stra tegy are designed. A sim ulation examp le is

given to illustra te the validity of the resu lts.
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1　引　　言
　　混杂动态系统是指包含连续时间动态和离散事

件动态并相互作用的复杂系统,主要用于对复杂大

系统的描述、分析和控制. 切换系统是一类模型简单

且研究较多的混杂动态系统,一般由一族子系统和

描述它们之间联系的切换策略组成. 切换系统已广

泛应用于实际工程,例如汽车变速系统、智能交通管

理系统、柔性制造系统、电力系统网络切换等.

切换系统本质上是一种复杂的时变非线性系

统,即使在两个简单的线性系统之间进行切换,由于

切换策略不同,也会产生完全不同的动态特性[1 ]. 例

如,两个不稳定的子系统通过适当的切换,可以构成

一个稳定的系统,而两个稳定的子系统如果切换不

当,则将导致整个系统不稳定. 目前对切换系统的研

究已有不少结果[1～ 6 ],主要集中在系统的稳定性和

能控、能观测性分析,切换规则的设计,系统在一定

条件下的切换镇定等方面.

H ∞ 控制理论的发展使其成为现代控制理论研

究中的重要方向之一, H ∞ 性能也成为一项重要的

系统性能指标[7 ]. Doyle 等发表了著名的D GKF 论

文[8 ] ,证明了H ∞ 设计问题的解可通过解两个适当

的代数R iccat i方程而得到,标志着H ∞控制理论的

成熟. H ∞ 控制理论的发展和解法的完善,使其在切

换系统上的应用成为可能.

与切换系统稳定性结果和H ∞控制理论成果相

比,有关切换系统的H ∞控制问题的研究还很少. 最

近文献[ 9 ] 利用单L yapunov函数方法,得到了一类

线性切换系统具有H ∞扰动衰减度二次稳定的充分



条件, 其研究重点放在由两个子系统组成的线性切

换系统上. 本文利用L yap unov函数与线性矩阵不等

式相结合的方法, 给出一类由任意有限多个子系统

构成的切换系统的H ∞ 状态反馈控制器, 以及切换

策略的存在条件和设计方法, 并以仿真实例验证了

所得结论的可行性.

2　问题描述和预备知识
　　考虑如下线性切换系统:

2 :
x = A Ρ( t) x + B 1Ρ( t) Ξ + B 2Ρ( t) u ,

z = C Ρ( t) x + D Ρ( t) u.
(1)

其中: x ∈R n 为系统状态, u ∈Rm 为控制输入, Ξ∈
R p 且 Ξ∈L 2 [ 0,∞) 为外部扰动, z ∈ R q 为受控输

出; Ρ: [ 0,∞) →N = {1, 2,⋯,N }为分段常值函数,

Ρ( t) 的每次变化代表一次切换; A i,B 1i,B 2i, C i,D i ( i

∈N ) 为系统相应维数的常矩阵.

显然,系统 (1) 是由下述N 个线性子系统在切

换策略 Ρ( t) 作用下生成的 1

2 i:
xα= A ix + B 1iΞ + B 2iu ,

z = C ix + D iu , i∈N.
(2)

　　本文的控制目标是对于给定的正数 Χ, 设计系

统 (1) 中每个子系统 (2) 的线性状态反馈控制器 u

= K ix ( i∈N ) 和切换策略 Ρ( t) ,使得闭环系统

2′i:
xα= (A i + B 2iK i) x + B 1iΞ,

z = (C i + D iK i) x , i∈N.
(3)

满足如下H ∞ 性能:

1) 当初态 x (0) = 0时,对于 Π T > 0, Π Ξ∈

L 2 [ 0, T ],∫
T

0
z T z d t≤ Χ2∫

T

0
ΞT Ξd t成立;

2) 当外部干扰 Ξ≡ 0时,闭环系统的零点是渐

近稳定的.

3　主要结果
　　为论述方便,引入如下引理:

引理 1 (Schu r补引理) [10 ]　对于给定的对称阵

S =
S 11 S 12

S T
12 S 22

,其中S 11和S 22是方阵,以下 3个条

件是等价的:

1) S < 0;

2) S 11 < 0, S 22 - S T
12S

- 1
11 S 12 < 0;

3) S 22 < 0, S 11 - S 12S
- 1
22 S T

12 < 0.

引理 2[11 ]　对于适当维数的矩阵X 和 Y ,有

X T Y + Y TX ≤

ΑX TX +
1
ΑY TY , Π Α> 0.

　　对于式 (1) 描述的切换系统的H ∞状态反馈控

制,有如下结果:

定理 1　若存在正定阵 X , 矩阵W , 标量 Αi ≥

0 (Π i ∈N ) , 且∑
N

i= 1
Αi = 1, 常数 Χ> 0, 满足下述条

件:

AϖX + Bϖ2W +

(AϖX + Bϖ2W ) T
Bϖ1 (CθX + D{W ) T

BϖT
1 - ΧI 0

CθX + D{W 0 - ΧI

< 0.

(4)

其中

Aϖ = ∑
N

i= 1
ΑiA i,

Bϖ1 = [ Α1B 11,⋯, ΑN B 1N ],

Bϖ2 = [Α1B 21, Α2B 22,⋯, ΑN B 2N ],

Cθ = [ Α1 C T
1 ,⋯, ΑN C T

N ]T ,

D{ = diag{ Α1D 1,⋯, ΑN D N },

W = [W T
1 ,W T

2 ,⋯,W T
N ]T.

则存在子控制器和切换策略,使系统 (1) 满足H ∞性

能 1) 和 2). 相应的子控制器为

# i: u = K ix , K i = W iX
- 1. (5)

切换策略可选取

Ρ( t) = arg m in
i∈N

{x T ( (A i + B 2iK i) TY +

Y (A i + B 2iK i) + Χ- 2YB 1iB
T
1iY +

(C i + D iK i) T (C i + D iK i) ) x }, (6)

其中 Y = ΧX - 1.

注 1　1) 定理 1中的条件表明,通过切换策略,

整个状态空间上每个点都有适当的子系统和子控制

器,使闭环系统满足H ∞性能,并不要求每个子系统

在整个状态空间上都满足H ∞ 性能, 甚至也不要求

每个子系统稳定;

2) 系统 (1) 的直输通道矩阵 (即从输入到输出

的通道矩阵) 并不受是否列满秩的约束;

3) 所得条件只是充分条件,而非必要条件.

证明　1) 假设 x (0) = 0, X ,W , Αi和 Χ满足定
理1条件. 将式 (4) 分别左乘和右乘diag{P , I , I },令

X = P - 1. 由式 (5)W = K X (K = [K T
1 , K T

2 ,⋯,

K T
N ]T ) 得到

P (Aϖ + Bϖ2K ) +

(Aϖ + Bϖ2K ) TY
PBϖ1 (Cθ + D{ K ) T

BϖT
1 P - ΧI 0

Cθ + D{ K 0 - ΧI

< 0.

(7)

将式 (7) 分别左乘和右乘 diag{Χ1ö2 I , Χ1ö2 I , Χ- 1ö2 I },

并记 Y = ΧP ,得
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Y (Aϖ + Bϖ2K ) +

(Aϖ + Bϖ2K ) T Y
YBϖ1 (Cθ + D{ K ) T

BϖT
1 Y - Χ2 I 0

Cθ + D{ K 0 - I

< 0.

(8)

根据引理 1,由式 (8) 得

Y (Aϖ + Bϖ2K ) + (Aϖ + Bϖ2K ) T Y +

Χ- 2YBϖ1B
ϖT

1 Y + (Cθ + D{ K ) T (Cθ + D{ K ) < 0. (9)

将式 (4) 中 Aϖ,Bϖ1,Bϖ2, Cθ ,D{ 所满足的条件代入式
(9) ,整理得

∑
N

i= 1
Αi (Y (A i + B 2iK i) + (A i + B 2iK i) T Y +

Χ- 2YB 1iB
T
1iY + (C i + D iK i) T (C i + D iK i) ) < 0.

即对任意的 x ∈R n ,有

∑
N

i= 1
Αi (x T (Y (A i + B 2iK i) +

(A i + B 2iK i) T Y + Χ- 2YB 1iB
T
1iY +

(C i + D iK i) T (C i + D iK i) ) x ) < 0. (10)

由式 (10) 和切换方案 (6) 可知,对于 Π t≥ 0,有

x T (Y (A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) + (A Ρ( t) +

B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) T Y + Χ- 2YB 1Ρ( t)B
T
1Ρ( t) Y +

(C Ρ( t) + D Ρ( t) K Ρ( t) ) T (C Ρ( t) + D Ρ( t) K Ρ( t) ) ) x < 0.

(11)

取闭环系统的 L yapunov 函数 V (x ) = x TY x , 则

V (x ) 沿着系统 (3) 的导数为

V
õ

(x ) = x T (Y (A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) +

(A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) T Y ) x +

x T YB 1Ρ( t) Ξ + ΞTB T
1Ρ( t) Y x. (12)

由引理 2有

x T YB 1Ρ( t) Ξ + ΞTB T
1Ρ( t) Y x ≤

Χ- 2x T YB 1Ρ( t)B
T
1Ρ( t) Y x + Χ2ΞT Ξ.

代入式 (12) 并整理得

V
õ

(x ) ≤x T (Y (A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) +

(A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) T Y +

Χ- 2YB 1Ρ( t)B
T
1Ρ( t) Y ) x + Χ2ΞT Ξ. (13)

对任意给定的 T > 0,在零初始状态条件下,考虑

　J T =∫
T

0
(z Tz - Χ2ΞT Ξ) d t =

　∫
T

0
(z Tz - Χ2ΞT Ξ + Vα(x ) ) d t - V (x (T ) ). (14)

将系统 (3) 代入,由式 (11) 和 (13) 整理得

J T ≤∫
T

0
x T [Y (A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) + (A Ρ( t) +

B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) T Y + Χ- 2YB 1Ρ( t)B
T
1Ρ( t) Y + (C Ρ( t) +

D Ρ( t) K Ρ( t) ) T (C Ρ( t) + D Ρ( t) K Ρ( t) ) ]x d t≤ 0. (15)

即对于 Π T > 0, Π Ξ ∈ L 2 [ 0, T ], 有∫
T

0
z T z d t ≤

Χ2∫
T

0
ΞT Ξd t.

2) 假设外部干扰Ξ≡ 0. 由条件 (4) 和 (5) ,切换

方案 (6) 和式 (11) , 以及 YB 1Ρ( t)B
T
1Ρ( t) Y , (C Ρ( t) +

D Ρ( t) K Ρ( t) ) T (C Ρ( t) + D Ρ( t) K Ρ( t) ) 均为非负定阵, 仍取

L yapunov函数V (x ) = x TY x ,沿系统 (3) 的导数仍

为式 (12). 注意到扰动 Ξ≡ 0,重写为

V
õ

(x ) =

x T (Y (A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) +

(A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) T Y ) x ≤

x T (Y (A Ρ( t) + B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) + (A Ρ( t) +

B 2Ρ( t) K Ρ( t) ) T Y + Χ- 2YB 1Ρ( t)B
T
1Ρ( t) Y +

(C Ρ( t) + D Ρ( t) K Ρ( t) ) T (C Ρ( t) + D Ρ( t) K Ρ( t) ) ) x < 0.

由L yapunov 稳定性理论知,当外部干扰 Ξ≡ 0时,

闭环系统在零点是渐近稳定的 1□
根据定理 1,可将求解式 (1) 所描述的线性切换

系统的 H ∞ 状态反馈控制问题转化为以下等价问

题:

　m in Κ;

　s. t. 1) Κ> 0; 2) Αi≥ 0;

3)∑
N

i= 1
Αi = 1; 4)X > 0;

5)

AϖX + Bϖ2W +

(AϖX + Bϖ2W ) T
Bϖ1 (CθX + D{W ) T

BϖT
1 - ΧI 0

CθX + D{W 0 - ΧI

< - ΚI.

上述优化问题的约束条件 5) 是关于变量W , X

和 Αi的非线性不等式,求解比较困难. 但若 Αi 已知,

则约束条件 5) 是关于变量W 和X 的线性矩阵不等

式, 有成熟的软件包 (如M A TLAB 中LM I工具箱

等) 可以求解. 在求解式 (1) 所描述的切换系统的

H ∞ 控制问题时, 并不一定要对上述优化问题解

得最优的Κ, 只要求Κ,W , X , Αi满足约束1)～ 5)即

可 1为便于计算,可先随机产生满足约束 2) 和 3) 的

Αi,将其代入约束 5) ,解LM I问题即可.

4　仿真算例
　　 考虑由两个不稳定子系统组成的切换系统

(2) , i∈ {1, 2},参数如下:

A 1 =

1 2 0

3 - 1 1

0 2 0

,

A 2 =

0 0 - 2

1 0 9

0 1 0

,
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C 1 = [ - 1　2　1 ],

C 2 = [ 2　1　1 ],

B 11 = [ 0. 3　 - 0. 1　 - 1 ]T ,

B 12 = [ 1　 - 1　 - 2 ]T ,

B 21 = [ - 1　0　0. 1 ]T ,

B 22 = [ - 2　0. 8　1 ]T ,

D 1 = 0,D 2 = 1.

取 Α1 = 0. 891 3, Α2 = 0. 108 7, H ∞指标 Χ= 11
使用本文方法得到两个子控制器矩阵分别为

K 1 = [ 30. 982 1　70. 256 8　67. 550 1 ],

K 2 = [ - 4. 277 3　 - 9. 509 5　 - 8. 652 7 ].

　　设初始状态 x (0) = [ 1　 - 2　3 ]T ,采用上述

方法仿真得到的系统状态如图 1所示.

图 1　切换系统的状态响应曲线

由图 1可以看出, 由两个不稳定子系统组成的

切换系统, 在本文设计的子控制器和切换策略作用

下,经过很短时间便进入稳定状态,从而验证了所研

究方法的正确性和有效性.

5　结　　语
　　本文利用L yapunov 函数方法, 研究一类线性

切换系统的H ∞ 状态反馈控制器存在的充分条件.

文中设计了相应的子控制器和切换策略,将该类线

性切换系统的H ∞状态反馈控制问题转化为一个等

价的由线性矩阵不等式表示的优化问题,通过仿真

实例证明了该方法的有效性. 本文得到的研究结果

是一个充分条件,可以用来设计子控制器和切换策

略; 但由于不是必要条件,无法给出切换系统H ∞控

制的所有可行解. 有关切换系统H ∞ 控制器存在的

充分必要条件尚待进一步研究.
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