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Term ina l 滑模自适应控制实现一类不确定混沌系统的同步

吴立刚, 王常虹, 曾庆双
(哈尔滨工业大学 空间控制与惯性技术研究中心, 哈尔滨 150001)

摘　要: 应用 T erm inal 滑模控制技术和选择指数趋近律来综合滑模控制器, 实现一类混沌系统的状态同步. 在控制

器中引入一类简单的自适应律, 用以在线估计界参数. 该设计方案消除了滑模控制的到达阶段, 状态始终保持在滑模

面上, 并能在有限时间内趋近于原点. 与一般滑模控制同步实现相比, 具有更小的同步时间和鲁棒性. 通过对 D uff2
ing2Ho lm es 系统的同步仿真, 验证了该方法的可行性.
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Abstract: By app lying term inal sliding mode con tro l techn ique and selecting exponen tia l reach ing law , a term inal

sliding mode con tro ller is syn thesized, and then app lied to synch ron ization of a class of chao tic system s w ith m is2
m atched param etric uncerta in t ies. Furthermo re, a simp le adap tive law is in troduced to on2line est im ate the param e2
ter bounds. T h is design schem e elim inates the reach ing phase of sliding mode con tro l, and the synch ron ization sys2
tem states stay on the sliding surface all the tim e. T herefo re, the tim e of synch ron ization is sho rten comparing w ith

the o rdinary sliding mode con tro l. T he sim ulation of D uffing2Ho lm es system is p resen ted to show the effectiveness

of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　混沌系统具有对初始条件和系统参数极其敏感

的特性. 这使得任何两条相邻轨道都要以指数律相

互分离, 直至变得完全互不相关. 自从 Peco ra 和

Carro ll 提出一个非常简单的混沌驱动同步模型以

来[1 ] , 混沌同步的研究受到了广泛关注. 特别是近年

来, 由于混沌系统在信息处理特别是安全通信方面

展示出良好的应用前景, 使得混沌同步化成为一个

非常活跃的研究方向[2 ].

从当前的文献看, 混沌同步的方法主要有: 观

测器同步法[2 ]、自适应同步法[3 ]、H ∞ 控制同步

法[4 ]、滑模变结构同步法[5, 6 ]等. 以上研究中, 大都没

有考虑系统的参数不确定性, 或假设不确定性满足

所谓的匹配条件[6 ] , 导致得到的结果很难应用于实

际. 另一方面, 同步速度是检验同步性能的一个关键

指标. 以前的同步研究均指渐近同步, 从理论上讲,

是在时间趋于无穷大时的同步. 这也使得混沌同步

在实际中的应用受到限制.

本文应用 T erm inal 滑模控制的思想[7 ] , 通过设

计 T erm inal 滑模面和选择指数趋近律来综合滑模

控制器, 从而实现一类非匹配不确定混沌系统在有

限时间内同步, 且同步时间可以预先设定. 该控制策



略使得系统的初始状态处于滑模面上, 消除了滑模

控制的达到阶段, 从而确保了闭环系统的全局鲁棒

性和稳定性. 另外, 考虑到系统存在非匹配的参数摄

动和外部扰动, 且其上界未知, 因此引入一类简单的

自适应律, 用以在线估计界参数. 本文以D uffing2
Ho lm es 混沌系统为例, 给出了同步仿真, 结果验证

了所提出方法的有效性.

2　系统描述
　　考虑以下两个 n 维混沌系统:

驱动系统

xαj = x j+ 1, 1 ≤ j ≤ n - 1,

xαn = f (x , t) , x ∈R n;
(1)

　　响应系统

yαj = y j+ 1, y ∈R n , 1 ≤ j ≤ n - 1,

yαn = f (y , t) + ∃ f (y ) + d ( t) + u ( t).
(2)

其中: u ( t) ∈R 为控制输入; f (õ) 为 t, x 或 y 的非线

性函数; ∃ f (õ) 为不确定项, 代表系统参数摄动和 ö
或未建模动态; d ( t) 代表外部扰动.

假定在时间域[ t0, + ∞) ( t0 > 0) 内, 对于任意

的初始条件 x 0 = x ( t0) 和 y 0 = y ( t0) , 系统 (1) 和 (2)

均存在唯一解[5 ].

令 ej = y j - x j , j = 1, 2, ⋯, n , 则由式 (2) 减去

式 (1) 得到同步误差系统

eαj = ej+ 1, 1 ≤ j ≤ n - 1,

eαn = g (e, t) + ∃f (y ) + d ( t) + u ( t).
(3)

其中 g (e, t) = f (e + x , t) - f (x , t).

在选择一定的参数下, 驱动系统 (1) 表现为混

沌状态[5 ]. 因此本文所研究的问题可表述为: 驱动系

统和响应系统在不同的初始条件下开始运行, 设计

合适的 T erm ina l 滑模控制器, 使得在有限时间内驱

动系统与响应系统的状态同步. 即存在时间 T , 使得

lim
t→T

‖x ( t) - y ( t)‖ = lim
t→T

‖e ( t)‖→ 0,

其中‖õ ‖表示向量的 Euclidean 范数.

3　Term ina l 滑模自适应控制器
3. 1　Term ina l 滑模面的设计

本文考虑的控制问题为调节问题, 即设计一个

控制器, 使得同步误差系统 (3) 的状态在有限时间

内趋近于原点. 首先设计滑模面函数[7 ]

s ( t) = C e ( t) - w ( t). (4)

其中: C = [c1, c2, ⋯, cn ] 为 n 维行向量, 且各元素均

为正实常数; e ( t) = [e1, e2, ⋯, en ]T = [e1, eα1, ⋯,

e
(n- 1)
1 ]T; w ( t) = C P ( t) , 令 P ( t) = [p ( t) , pα( t) , ⋯,

p
(n- 1) ( t) ]T , 并且选取 p ( t) 满足以下假设条件:

假设 1[7 ]　p ( t) : R + → R , p ( t) ∈ C n [ 0, ∞) , 并

且 pα( t) , p
(2) ( t) , ⋯, p

(n- 1) ( t) ∈L ∞. 对于某个常数

T f > 0, p ( t) 是在时间段 [ 0, T f ] 上的有界函数, 并

且 满 足 条 件 p (0) = e1 (0) , pα(0) = eα1 (0) , ⋯,

p
(n- 1) (0) = e

(n- 1)
1 (0). 这里C n [ 0, + ∞) 表示定义在

区间[ 0, ∞) 上的所有 n 阶可微连续函数.

本文选取函数

p ( t) =

∑
n

j= 0
(∑

n

l= 0

a j l

T j - l+ n+ 1e
( l)
1 (0) ) tj + n+ 1 +

∑
n

k= 0

1
k !

e
(k )
1 (0) tk , 0 ≤ t ≤ T f ,

0, t > T f.

(5)

其中参数 a j l 可根据假设 1 中的条件求得[7 ].

从假设 1 和滑模面的定义不难看出, 在 t = 0

时, s (0) = 0, 即同步误差系统 (3) 的状态一开始便

在滑模面上. 下面的工作是设计一个控制器, 使得系

统 (3) 的状态继续保持, 或者再次到达并保持在滑

模面上, 直到在有限时间后状态趋近于原点.

3. 2　Term ina l 滑模控制器的设计

根据滑模到达条件 s ( t) sα( t) < 0, 应用趋近律的

方法来设计滑模控制器[8 ]. 选择以下指数趋近律:

sα( t) = - Εsign (s ( t) ) - ks1ö3 ( t) ,

Ε> 0, k > 0. (6)

由式 (3) 和 (4) 可求得

sα( t) = ∑
n- 1

k= 1
ck (e

(k )
1 ( t) - p

(k ) ( t) ) + cn [g (e, t) +

∃ f (y ) + d ( t) + u ( t) - p
(n) ( t) ]. (7)

　　假设 2　不确定性 ∃f (y ) 和外部扰动 d ( t) 满

足不等式

‖∃ f (y )‖≤ F (y ) , ‖d ( t)‖≤D ( t). (8)

　　结合式 (6)～ (8) 可求得T erm inal滑模控制器

　u ( t) =

　 - c- 1
n [∑

n- 1

k= 1
ck (e

(k )
1 ( t) - p

(k) ( t) ) + ks1ö3 ( t) +

　cn (g (e, t) - p
(n) ( t) ) + (cnF (y ) +

　cnD ( t) + Ε) sign (s ( t) ) ]. (9)

　　 定理 1　 在 T erm ina l 滑模控制器 (9) 的作用

下, 同步误差系统 (3) 的状态将始终保持在滑模面

上, 即 s ( t) = 0, Π t ≥ 0, 并在有限时间 T f 内趋近于

原点.

证明　选择L yapunov 函数V = 0. 5s2 ( t) , 对时

间 t 的微分为

Vα≤s ( t) {∑
n- 1

k= 1

ck (e
(k )
1 ( t) - p

(k) ( t) ) +

cn [g (e, t) - p
(n) ( t) ]} + s ( t) cnu ( t) +

‖s ( t)‖cn [F (y ) + D ( t) ]. (10)

式 (9) 代入 (10) , 可得
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Vα≤- Ε‖s ( t)‖ - ks4ö3 ( t) ≤ 0. (11)

由Vα= s ( t) sα( t) < 0 知满足滑模到达条件.

根据假设 1 和滑模面函数的定义, 可得 s (0) =

0, 因而有V (0) = 0. 再由V 正定而Vα负定可推出

V ( t) ≡0, Π t≥01进而可推出 s ( t) ≡0, Π t≥01即
同步误差系统 (3) 的状态始终保持在滑模面上, 从

而消除了滑模控制的到达阶段, 确保了闭环系统的

全局鲁棒性和稳定性.

由于 s ( t) ≡ 0, Π t ≥ 0, 根据滑模面函数 s ( t) 的

定义, 可得

s ( t) = Ce ( t) - w ( t) =

C (e ( t) - P ( t) ) ≡ 0, (12)

由此推出

e ( t) ≡ P ( t) , Π t ≥ 0. (13)

而 P ( t) 在满足假设 1 的条件下可以任意设计. 因此

选择P ( t) 如式 (5) , 则有P ( t) ≡e ( t) = 0, Π t≥T f.

所以在 T f 时间内系统 (3) 的状态将趋于原点. □

3. 3　Term ina l 滑模自适应控制器的设计

在控制器 (9) 中, 不确定性∃f (e + x ) 和外部扰

动 d ( t) 的界实际上很难精确估计. 为此引入一个简

单的自适应律, 以在线估计不确定性和外部扰动的

界值.

假设 3　不确定性 ∃ f (e + x ) 和外部扰动 d ( t)

满足不等式

‖∃ f (y ) + d ( t)‖≤ l0 + l1‖y ( t)‖, (14)

其中 l0 和 l1 为未知非负常数.

设 lδ0 ( t) 和 l
δ

1 ( t) 分别为 l0 和 l1 的估计值, 则相应

的估计误差可表示为

lπj ( t) = l
δ

j ( t) - l j , j = 0, 1. (15)

给出以下自适应律:

　
l
δõ

0 ( t) = lπ
õ

0 ( t) = r- 1
0 cn‖s ( t)‖,

lδ
õ

1 ( t) = lπ
õ

1 ( t) = r- 1
1 cn‖y ( t)‖‖s ( t)‖.

(16)

其中正实常数 r0 和 r1 为自适应增益.

基 于上述给定的自适应律, 可综合得到

T erm inal 滑模自适应控制器

u ( t) =

- c- 1
n [∑

n- 1

k= 1
ck (e

(k)
1 ( t) - p

(k) ( t) ) + ks1ö3 ( t) +

cn (g (e, t) - p
(n) ( t) ) + (cn lδ0 ( t) +

cn lδ1 ( t)‖y ( t)‖ + Ε) sign (s ( t) ) ]. (17)

　　 定理 2　 在 T erm inal 滑模自适应控制器 (17)

的作用下, 同步误差系统 (3) 的状态将在有限时间

内到达滑模面上, 并在有限时间内趋近于原点.

证明　选择L yapunov 函数

V 1 = 0. 5[s2 ( t) + r0 lπ2
0 ( t) + r1 lπ2

1 ( t) ], (18)

求V 沿系统 (3) 的解对时间 t 的微分, 得

Vα
1 ≤

s ( t) {∑
n- 1

k= 1

ck (e
(k)
1 ( t) - p

(k ) ( t) ) + cn [g (e, t) -

p
(n) ( t) ]} + ‖s ( t) cn‖ ( l0 + l1‖y ( t)‖) +

s ( t) cnu ( t) + r0 lπ0 ( t) lπ
õ

0 ( t) + r1 lπ1 ( t) lπ
õ

1 ( t). (19)

式 (14)～ (17) 代入 (19) , 得

Vα
1 ≤- Ε‖s ( t)‖ - ks4ö3 ( t) ≤ 0. (20)

由式 (17) 知 lπ
õ

j ( t) = l
δõ

j ( t) > 0 ( j = 0, 1) , 因此存在时

间 tj ( j = 0, 1) , 分别对应于 lπ
õ

j ( t) = l
δõ

j ( t) , 使得 t > tj

时分别有 lπj ( t) = l
δ

j ( t) - l j > 0. 故 t > t3 = m ax{ t1,

t2}, 有

r j l
π

j ( t) lπ
õ

j ( t) ≥ 0, j = 0, 1. (21)

结合式 (19) 和 (21) 可知, 当 t > t3 时有

s ( t) sα( t) ≤- Ε‖s ( t)‖ - ks4ö3 ( t) , (22)

由此推出

‖sα( t)‖≥ Ε+ k‖s ( t)‖1ö3 ≥ k‖s ( t)‖1ö3.

(23)

从式 (23) 可求出‖s ( t)‖→ 0 的时间

ts = 3‖s ( t3 )‖2ö3ö2k.

因此 s ( t) 在经过 t3 + ts 时间后到达并始终保持在滑

模面上.

这里即使令 s (0) = 0, 在时间段 (0, t3 + ts) 上,

s ( t) 也不一定保持在滑模面上. 因此采用 Term inal

滑模自适应控制 (17) 时, 不必满足假设 1 的条件. 滑

模面趋近时间为 t3 + ts. 由 s ( t) ≡ 0, Π t ≥ t3 + ts,

再根据式 (12) 有

s ( t) = C e ( t) - w ( t) = C (e ( t) - P ( t) ) ≡ 0,

由此推出

e ( t) ≡ P ( t) , Π t ≥ t3 + ts. (24)

　　同 3. 2节的分析, 设计P ( t) 函数在 t≥T f > t3

+ ts 时, P ( t) ≡ e ( t) = 0, Π t ≥ T f. 这样在经过 T f

后, 同步误差系统 (3) 的状态将趋近于原点. □

比较以上两种控制方案, 在假设 1 和假设 2 满

足的条件下, 应用 T erm inal 滑模控制器 (9) 来实现

混沌同步, 同步误差系统状态自始自终保持在滑模

面上, 消除了常规滑模控制的到达阶段; 再通过设计

P ( t) 函数, 使得状态在有限时间 T f 内趋近于原点.

在假设 3 满足的条件下, 选择带有自适应律的

T erm inal 滑模控制器 (17) 实现同步, 滑模面的到达

时间为 t3 + ts; 其后同样通过设计 P ( t) 函数, 也使

同步误差状态在有限时间 T s 内趋近于原点.

4　 数值实例
　　下面通过实例来说明第 2 种控制方法实现混沌
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同步的可行性 1 考虑如下D uffing2Ho lm es 系统:

驱动系统

xα1 ( t) = x 2 ( t) ,

xα2 ( t) = - a1x 1 ( t) - ax 2 ( t) -

　　　 x 3
1 ( t) + bco s (Ξt) ;

(25)

　　响应系统

yα1 ( t) = y 2 ( t) ,

yα2 ( t) = - a1y 1 ( t) - ay 2 ( t) - y 3
1 ( t) +

　　　 bco s (Ξt) + ∃f (y ) + d ( t) + u ( t).

(26)

　　 令 e1 ( t) = y 1 ( t) - x 1 ( t) , e2 ( t) = y 2 ( t) -

x 2 ( t). 式 (26) 减去 (25) 得到同步误差系统

eα1 ( t) = e2 ( t) ,

eα2 ( t) = - a1e1 ( t) - ae2 ( t) - y 3
1 ( t) +

　　　 x 3
1 ( t) + ∃ f (y ) + d ( t) + u ( t).

(27)

当选择 a1 = - 1, a = 0. 25, b = 0. 3, Ξ = 1. 0 时, 驱

动系统 (25) 表现出混沌状态 [5 ]. 已知初始状态

x 1 (0) = 0. 1, x 2 (0) = 0. 2, y 1 (0) = - 0. 5, y 2 (0) =

0. 5, ∃ f (y ) 和 d ( t) 满足假设 3, 即 ‖∃ f (y ) +

d ( t)‖≤ l0 + l1‖y ( t)‖. 用 T erm inal 滑模自适应

控制 (17) 实现系统 (25) 和 (26) 的状态同步. 令滑模

面系数C = [c1　c2 ] = [ 4　1 ], 则滑模面函数为

s ( t) = eα1 ( t) + 4e1 ( t) - pα( t) - 4p ( t) ,

其中 p ( t) 可根据式 (5) (n = 2) 和假设 1 求得.

由已知初始状态可求得e1 (0) = - 0. 6, eα1 (0) =

e2 (0) = 0. 3, e
¨

1 (0) = eα2 (0) = - 0. 55. 设T f = 12 s,

可求得式 (9) 的 T erm ina l 滑模控制器

u ( t) =

- [ 4 (eα1 ( t) - pα( t) ) + (e1 ( t) - 0. 25e2 ( t) -

y 3
1 ( t) + x 3

1 ( t) - p
¨

( t) ) + ks1ö3 ( t) +

( l
δ

0 ( t) + l
δ

1 ( t)‖y ( t)‖ + Ε) sign (s ( t) ) ].

　　 选择 k = 6, Ε= 10, r0 = r1 = 2, 采样时间 t =

0. 01 s, 仿真结果如图1和图2所示1可以看出, 驱动

系统的状态 x 1 ( t) 和 x 2 ( t) 从 t = 12 s 时刻起, 分别

图 1　 状态 x1 ( t) 和 y1 ( t) 的同步曲线

图 2　 状态 x2 ( t) 和 y2 ( t) 的同步曲线

与响应系统的状态 y 1 ( t) 和 y 2 ( t) 完全同步, 达到预

期的目的.

5　 结　　 论
　　本文采用 T erm inal 滑模控制技术, 针对系统中

存在参数不确定性和外部扰动两种不同情况, 分别

综合出两种适合的 T erm inal 滑模控制器, 用于混沌

系统的同步实现. 控制机制保证了混沌系统状态在

有限时间内同步, 且同步时间可以预先设定. 以

D uffing2Ho lm es 混沌系统为实例, 仿真结果显示出

较好的同步效果. 本文提出的方法还可用于实现超

混沌系统的同步.
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