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序列缺失数据的灰插值推理方法
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摘　要: 根据灰色系统理论和序列数据的特性,提出一种灰插值方法 1建立前向灰预测和后向灰预测模型,充分利

用缺失值时区窗口内的全部信息对其进行推理 1分别在单序列时建立递进灰拟合模型,在多维数据集时利用属性相

关性,对插值结果进行学习优化. 通过与常用插值方法的比较实验表明,该方法具有较好的光滑性和预测效果.
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1　引　　言
　　现实数据集中不可避免地存在着缺失值现象,

其原因可能由于设备故障所致,或因为不满足某种

约束条件而被忽略,或因为在数据录入过程中认为

不重要而未输入[1 ]. 大多数知识发现方法以完整可

用的数据集为前提,因此在数据预处理阶段,形成一

个合理的预测值对缺失值进行填补,使后续数据分

析获得满意的效果,对科学决策具有重要意义.

本文在灰预测模型的基础上提出一种灰插值

(G I)方法,根据序列数据缺失值时区窗口内数据对

象子集,通过后向和前向灰预测获得缺失值预测覆

盖并将其组合,分别在单序列时利用递进灰拟合模

型 (R GFM ) ,在多维数据集时利用属性相关性优化

模型 (A COM ) , 对组合系数进行学习, 从而获得适

合于现实数据的插值结果. 文中讨论了基于后向和

前向灰预测模型的灰插值方法及其插值组合系数学

习优化算法,并通过实验与常用插值方法进行比较

分析 1

2　相关研究成果
　　目前,对缺失值的处理可分为以下几种方法[2 ]:

1)丢弃全部带有缺失值的样本,这种方法一般是不

可行的,除非同一个元组有很多属性缺少值或缺失

数据量相对于整个数据集非常小; 2)用一个全局常

量或特征均值替换缺失值; 3)建立预测模型对缺失



值进行学习, 如利用回归分析、多项式插值、Bayes

估计、判定树等方法, 寻求最有可能的值填补缺失

值.

灰色系统理论是解决具有不确定性关系对象间

问题的一类研究方法[3 ] , 其核心内容灰预测模型

GM (1, 1)在预测与控制、模式识别以及其他很多工

程领域得到广泛的应用[4～ 6 ]. 文献[ 7 ]引入灰预测模

型对序列数据进行预测,并与自回归A R 模型的预

测效果进行比较分析. 文献[ 8 ]根据灰色系统中的级

比理论对缺失值进行评估,以容量为 4 的数据子列

建立了其中任意位置缺失值的灰预测模型,但该模

型只能获得缺失值的一个粗略范围.

3　灰插值方法
3. 1　GM (1, 1) 模型[3 ]

设建模序列为 x
(0) = (x

(0) (1) , x
(0) (2) ,⋯,

x
(0) (n) ) , 其一次累加生成序列为 x

(1) = (x
(1) (1) ,

x
(1) (2) ,⋯, x

(1) (n) ) , 其中 x
(1) (k ) = ∑

k

i= 1
x

(0) ( i). 则

GM (1 , 1) 的灰微分方程模型为

x
(0) (k ) + az

(1) (k ) = b, (1)

其中: z
(1) (k ) = (x

(1) (k ) + x
(1) (k - 1) ) ö2, k ≥ 2.

设

B =

- z
(1) (2) 1

- z
(1) (3) 1

� �
- z

(1) (n) 1

, Y =

x
(0) (2)

x
(0) (3)

�
x

(0) (n)

.

通过最小二乘准则可获得参数 a 和 b的辨识算式:

[a , b ]T = (B TB ) - 1B TY. 则可得到下列白化响应的

预测值:

xδ(1) (k + 1) = (x
(0) (1) - böa) e- ak + böa ,

xδ(0) (k + 1) = xδ(1) (k + 1) - xδ(1) (k ) .

(2)

3. 2　灰插值模型

设原始序列数据为 S = {s (1) ,⋯, s (k ) ,⋯,

s (N ) },其中 s (k ) = NULL. 根据序列数据特性, 在

N 较大时抽取 s (k ) 附近的数据点建模 1设建模子序
列为 S 3 = {s (p ) ,⋯, s (k ) ,⋯, s (q) },其中 1≤ p ≤

k , k ≤ q≤N .

定义 1　若 n1 = k - p ≥ 4, n 2 = q - k ≥ 4,

且Π i≠ k , p ≤ i≤ q, s ( i) 均为有效值,则称Σp q = p

- q + 1为 s (k ) 的有效建模时区窗口,简称w 时区

窗口.

若 S 3 满足 Σp q 时区窗口,则可确保缺失值 s (k )

前后均有不少于 4 个有效元素, 从而满足建立

GM (1, 1) 模型的条件[3 ]. 在 Σp q 时区窗口内,令

u ( i) = s (p + i - 1) , 1≤ i≤ n1;

v ( j ) = s (q + 1 - j ) , 1≤ j ≤ n2.
(3)

记U = {u (1) ,⋯, u (n1) },V = {v (1) ,⋯, v (n2) }. 其

时轴分布如图 1所示 1

图 1　时轴分布示意

定义 2　 在子序列U 上建立 GM (1, 1) 预测

s (k ) 的值, 称为后向灰预测模型 (BGM ) ; 在子序列

V 上建立GM (1, 1) 预测 s (k ) 的值,称为前向灰预测

模型 (FGM ).

　　设 x
(0) = U ,即 x

(0) ( i) = u ( i) , 1≤ i≤ n1,建立

BGM 利用式 (2) 计算 s (k ) 的后向白化预测值 sw B ,

设残差序列为

∃B
i = x

(0) ( i) - x
δ(0) ( i) , i = 2,⋯, n1, (4)

∃B
m in = m in

i
(∃B

i ) , ∃B
m ax = m ax

i
(∃B

i ). (5)

则其白化覆盖为{sw B + ∃B
m in, sw B + ∃B

m ax}.

同理,设 x
(0) = V , 即 x

(0) ( j ) = v ( j ) , 1 ≤ j ≤

n2,通过 FGM 得到 s (k ) 的前向预测值 sw F ,其白化

覆盖为{sw F + ∃F
m in , sw F + ∃F

m ax}.

定义 3　称区间[sB , sF ] 为灰插值信息覆盖,其

中

sB = m in (sw B + ∃B
m in , sw F + ∃F

m in) ,

sF = m ax (sw B + ∃B
m ax , sw F + ∃F

m ax).
(6)

称 sΚ(k ) 为缺失值 s (k ) 的灰插值估计,若

sΚ(k ) = ΚsB + (1 - Κ) sF , 0≤ Κ≤ 1. (7)

其中 Κ为插值组合系数.

3. 3　插值组合系数优化

根据式 (7) 分别取不同的插值组合系数 Κ, 使

sΚ(k ) 为 s (k ) 的插补值, 从而得到完整的序列子集

S 3 = {s (p ) ,⋯, s (k ) ,⋯, s (q) }. 搜索使其插补前后

状态变化最小的Κ即为最优系数Κ3 . 设 e (Κ) 为 sΚ(k )

所致的总误差,则

Κ3 = arg m in (e (Κ) ). (8)

　　下面讨论在单序列和多维数据集时构造的两

种误差模型.

3. 3. 1　递进灰拟合模型 (RGFM )

记m = m in (n1, n2) ,若原始序列 S 为一维单序

列,则首先利用 GM (1, 1) 较强的最近值预测能力,

在 s (k ) 的m 邻域内一侧,递进地以m + 1个数据点

建立m 个GM (1, 1) ;然后从各个模型抽取第 1个预

测值组成邻域内另一侧数据的灰拟合序列, 即用
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x
(0) ( i) = s (k - m - 1 + i) (1≤ i≤m + 1) 建立

GM (1, 1) ,求得 s (k + 1) 的预测值 sΚ(k + 1) ; 最后

去掉第 1个元素即旧息 s (k - m ) ,递进地增加新息

s (k + 1) ,即 x
(0) ( i) = s (k - m + i) , 1≤ i≤m +

1,得到 s (k + 2) 的预测值 sΚ(k + 2). 如此继续,建立

等阶灰数递进模型,则总的灰拟合误差为

e (Κ) = ∑
m

i= 1

ûs (k + i) - sΚ(k + i) û. (9)

3. 3. 2　属性相关度优化模型 (ACOM )

在多维数据集时考察填充值对属性相关性的影

响 1设属性集为A = {A 1,A 2,⋯,A D },数据集为 X

= {x 1, x 2,⋯, x N },其中 x i 为第 i个数据对象. 一维

序列S 为属性A d的值,即x id = s ( i) , i = 1, 2,⋯,N .

在 Σp q时区窗口取X 的子集X 3 = {x p ,⋯, x k ,⋯, x q}

作为A COM 的建模对象,其中 x kd 为缺失值.

设X 1 = {x p ,⋯, x k- 1, x k+ 1,⋯, x q}, 在 X 1 内计

算属性A d 与其他属性间的相关性

rd j = Ρd j öΡd Ρj , xθ j =
1

q - p∑
q

i= p

x ij. (10)

其中

Ρd j =
1

p - q∑
q

i= p

(x id - xθd ) (x ij - xθ j ) ,

Ρj = Ρj j , j = 1, 2,⋯,D .

当缺失值 x kd 用 sΚ(k ) 填充后,得到基于完整数据子

集X 3 的属性相关性

rΚ
d j = ΡΚ

d j öΡΚ
d ΡΚ

j , xθΚ
j =

1
q - p + 1∑

q

i= p

x ij. (11)

其中

ΡΚ
d j =

1
q - p + 1∑

q

i= p

(x id - xθΚ
d ) (x ij - xθΚ

j ) ,

ΡΚ
j = ΡΚ

j j , j = 1, 2,⋯,D .

　　由插值所导致的属性相关性误差定义为

e (Κ) = ∑
D

j= 1
û rd j - rΚ

d j û. (12)

3. 4　算法描述

基于前述讨论, 灰插值算法可分为两部分: 1)

获取缺失值信息覆盖; 2) 产生最合理的插值结果.

算法 1 (计算灰插值信息覆盖)

输入:原始序列 S ;

输出:灰插值信息覆盖[sB , sF ]1
Step 1: 搜索序列 S 中所有的缺失值位置, 赋予

集合L ;

Step 2: 任取一个k∈L , 给定或寻找p 和q使Σp q

为时区窗口,令 n1 = k - p , n2 = q - k;

Step 3:按式 (3) 形成子序列U 和V , 分别建立

BGM 和 FGM ;

Step 4: 计算预测值 sw B , sw F及残差∃B , ∃F ,按式

(6) 获得缺失值信息覆盖[sB , sF ];

Step 5:返回 sB 和 sF.

算法 1首先搜索 S 中所有的缺失值, 所耗时间

为O (N ). 其余操作Σp q一般都较少,即均在小样本集

中操作,所以算法总的时间复杂度为O (N ).

算法 2 (灰插值生成算法)

输入:建模数据子集X 3 ,插值覆盖 sB 和 sF;

输出:缺失值 s (k ) 的插值结果 s[k ]1
Step 1: 取一个 Κ, 0≤Κ≤ 1, s[k ] = ΚsB + (1 -

Κ) sF;

Step 2: 建立 R GFM 模型, 由式 (9) 计算 e (Κ) ,

重复 Step 1和 Step 2,按式 (8) 得到 Κ3 ;

Step 3: 若X 3 为多维数据集且要求进行A COM

模型测试, 则选定特征属性集, 转 Step 4, 否则转

Step 5;

　　Step 4: 按式 (12) 计算 e (Κ) , 重复 Step 1 和

Step 4,按式 (8) 得到 Κ3 ;

　　Step 5:返回 s[k ] = Κ3 sB + (1 - Κ3 ) sF.

　　算法 2通过递进灰拟合或属性相关度模型,对

插值组合系数 Κ进行搜索,寻求最合理的插值结果.

当X 3 为多维数据集时, 可选择任何一种模型进行

训练.

3. 5　算法适应性分析

灰插值算法以灰预测模型GM (1, 1) 为基础,而

GM (1, 1) 的建模条件是序列级比在相容区内,即

u ( i) öu ( i + 1) ∈ (0. 135 3, 7. 389 0). (13)

对于不满足上式要求的序列,可通过平移、取对数或

方根等变换, 使其具备级比相容特性[3 ]. 因此, 灰插

值算法对建模数据子序列的确定性关系或统计特性

没有明确要求.

　　另一方面,算法 1的Step 1和Step 2通过选取恰

当的时区窗口及建模子列,实现了单个缺失值、多个

缺失值以及连续多个缺失值等情形的统一处理模

式. 若 s (k ) 为缺失值, 则以此为基点寻找具有有效

值的等距结点 s (k ± ih ) ,使

u ( i) = s (k - (n1 - i + 1) h ) , 1≤ i≤ n1;

v ( j ) = s (k + jh ) , 1≤ j ≤ n2.

(14)

其中 h 为间隔. 由于GM (1, 1) 可以少至 4个数据建

模,灰插值所需的建模子列在一般数据集中均能获

取.

4　计算实例
　　现有广东某市移动通信营业中心从开业初至

2004年上半年的全部数据,预处理时检测到几个缺

失值点. 下面以填补 2001年 7月本地话费项数据来
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表 1　带缺失值的灰插值建模数据子集 元　　　　　　　　

年　月 时长öm in 本地话费 省内漫游 国内漫游 国际漫游

2000207 317 043 47 280. 21 12 134. 82 5 082. 90 4 781. 61

2000208 319 695 48 067. 50 10 407. 53 4 492. 69 3 480. 59

2000209 407 173 52 663. 57 10 911. 38 7 075. 12 2 844. 89

2000210 426 264 48 977. 08 11 662. 54 7 013. 07 2 545. 55

2000211 487 738 54 657. 63 18 179. 81 6 257. 17 9 470. 61

2000212 335 835 45 487. 40 12 994. 79 5 285. 18 8 549. 21

2001201 433 431 56 201. 74 16 391. 41 8 210. 76 5 769. 24

2001202 539 273 61 002. 43 17 770. 92 9 720. 65 5 741. 60

2001203 521 104 58 976. 16 16 992. 44 9 378. 67 8 570. 80

2001204 445 037 55 597. 45 16 093. 54 6 967. 26 4 993. 49

2001205 376 574 48 182. 41 14 154. 65 7 997. 23 7 720. 20

2001206 371 808 49 883. 60 12 899. 38 7 109. 59 6 539. 80

2001207 436 833 18 665. 34 8 111. 23 9 378. 36

2001208 409 998 55 160. 30 13 606. 65 9 584. 59 7 586. 68

2001209 510 015 54 701. 44 13 298. 62 7 536. 99 8 179. 50

2001210 432 145 57 488. 82 15 493. 46 9 698. 94 3 991. 84

2001211 454 818 60 439. 82 17 987. 26 9 208. 31 9 115. 19

2001212 544 361 64 067. 61 19 229. 59 7 011. 10 8 650. 47

2002201 495 716 55 924. 04 10 709. 65 4 105. 31 5 655. 93

2002202 467 984 52 670. 23 14 147. 20 4 917. 67 5 054. 39

2002203 470 496 48 620. 55 15 431. 40 8 114. 54 9 071. 59

2002204 534 480 63 297. 96 18 337. 59 7 249. 67 8 838. 70

2002205 493 960 48 428. 15 11 714. 91 7 405. 07 5 796. 83

2002206 516 702 60 650. 07 15 241. 20 6 202. 98 6 094. 92

2002207 523 657 53 097. 30 12 754. 31 5 970. 20 6 039. 90

说明灰插值算法的插值效果. 根据数据特性,本文取

其前后各一年的数据建立灰插值模型. 即Σp q = 25, k

= 13, n 1 = n2 = 12. 表 1列出了时区窗口内全部有

效数据.

　　根据表 1, 序列U 和V 分别为 2000 年 7 月至

2001年 6月和 2001年 8月至 2002年 7月的本地话

费 1建立前后向灰模型BGM 和 FGM ,获得白化预

测值覆盖范围. 采用M A TLAB 6. 5编程,计算结果

见表 2.

表 2　白化预测值覆盖

项　　目 计 算 值

BGM 预测值 sw B 52 563. 68

BGM 残差 ∃B 23 786. 22, 6 266. 95

FGM 预测值 sw F 57 327. 33

FGM 残差 ∃F 24 945. 63, 2 815. 02

sB 48 777. 46

sF 60 839. 63

　　取插值组合系数Κ从0到1,以步长为0. 01按式

(6) 形成一系列插值估计值, 分别由递进灰拟合模

型R GFM 和属性相关度模型A COM 搜索最优插值

系数 Κ3 . 表 3列出了这两种模型的插值结果及与三

次样条插值、多项式插值和线性插值的比较. 其中在

利用A COM 方法训练时,取特征属性集为{时长,省

内漫游,国内漫游,国际漫游},其他 4种方法均只用

表 1的本地话费一维数据.

表 3　不同算法插值结果及误差比较

项　目
灰插值

(RGFM )

灰插值

(A COM )

三次样

条插值

多项式

插 值

线性

插值

Κ3 0. 55 0. 58

插值结果 55 411 55 369 53 652 53 026 52 522

误差值 778 736 981 1 607 2 111

误差ö◊ 1. 425 1. 348 1. 795 2. 949 3. 863

精度ö◊ 98. 575 98. 652 98. 205 97. 051 96. 137

　　表 3的误差项数据计算的是插值结果与实际值

54 632. 87的相对误差. 从中可以看出, 利用灰插值

方法获得了较好的插值效果.

5　结　论
　　本文以灰预测模型 GM (1, 1)为基础,提出一种

序列数据灰插值方法. 它有两个主要步骤: 1)建立前

后向灰模型 FGM 和BGM , 获得缺失值的覆盖范

围; 2)插值组合系数优化,分别在单序列时利用递进

灰拟合模型R GFM ,在多维数据集时利用属性相关

性模型A COM ,对组合系数进行学习,搜索适合于

现实数据的插值结果. 该方法在对缺失值的推理过

程中,充分利用了其时区窗口内的全部信息,寻求序

列中最为平滑的插值,因而具有较高的精度,可以有

效地解决序列数据缺失值问题.

进一步的研究工作是将本文提出的灰插值方法

用于异常数据检测,探讨灰插值技术在数据预处理

方面更广泛的应用.
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