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基于微分对策的供应链合作广告决策研究

张庶萍, 张世英
(天津大学 管理学院, 天津 300072)

摘　要: 针对供应链系统中制造商和零售商的合作广告计划问题,利用微分对策构建动态模型,分别研究制造商和

零售商在合作和非合作条件下的广告策略 1运用动态规划原理,分别得出静态反馈N ash 均衡和反馈 Stackelberg均

衡 1将两种均衡策略加以比较,结果显示合作广告计划是供应链系统中的一种协调和激励机制,可以提高两个渠道

成员以及整个供应链系统的利润。
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Abstract: Fo r the p rob lem of the cooperative advert ising p rogram in a supp ly chain w ith a single m anufactu rer and a

reta iler, a dynam ic model is constructed by using differen tia l gam es to study the advert ising stra tegies of the tw o

m em bers under non2cooperative and cooperative condit ions. T he sta t ionary feedback N ash equ ilib rium and feedback

Stackelberg equ ilib rium are characterized by using dynam ic p rogramm ing p rincip le. T he comparison betw een the tw o

scenario s show s that the cooperative advert ising p rogram is a coo rdinating and incen tive m echan ism in the supp ly

chain and p layers receive h igher payoffs.
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1　引　　言
　　供应链中渠道协调问题一直是学术界研究的热

点问题,其研究内容基本上局限于以价格为基础的

协调机制,作为一种重要协调机制的合作广告则很

少涉及。合作广告是一种成本分配机制,是制造商为

宣传其品牌的零售商提供广告支持,为其分担一定

比例的广告费用. 合作广告实质上是供应链系统中

制造商和零售商所实施的纵向一体化的市场经营组

织模式, 在许多公司市场战略中起着重要作用[1 ] 1
考察制造商与零售商之间合作广告的协作和有效交

易具有重要的理论和实践意义 1
文献[ 2～ 5 ]运用静态模型研究供应链系统中的

合作广告问题,但由于广告、品牌形象、促销以及合

作都是动态现象,在动态架构下研究合作广告问题

更加贴近现实 1文献[ 6, 7 ]运用动态模型研究合作

广告计划中制造商与零售商之间的广告策略,但没

有考虑零售商的促销行为对品牌形象演化的影响 1
本文在考虑零售商的地方性促销广告对品牌形

象演化的基础上,运用微分对策方法研究供应链系

统中制造商和零售商在竞争和合作条件下的最优广

告策略以及交易效率,考察合作广告是否为供应链

中的一种协调和激励机制,在提高零售商对制造商

的战略跟随的同时,增加渠道两个成员以及整个供

应链系统的利润 1研究限制在由一个制造商和一个
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零售商所组成的简单供应链系统,零售商控制其地

方性广告促销策略以增加销售,制造商控制其广告

投入实施全国性广告以加强品牌形象 1建立品牌的
商誉, 假设品牌的商誉按照扩展的 N erlove2A r2
row [8 ]模型演化,制造商和零售商都在无限时区寻求

最大的销售利润 1

2　模型描述
　　假设制造商M 控制其全国性广告A ( t) ,零售商

R 控制其地方性促销广告P ( t) ,确定D ( t) 为制造商

给零售商的地方性广告成本的支付比例, 称为合作

广告的参与率,其值从 0 (没有支持的情形) 到 1 (制

造商M 为零售商 R 支付全部地方性广告成本) 1考
虑到广告成本的凸性,二者广告的成本分别为

C (A ( t) , t) =
uM ( t)

2
A ( t) 2,

C (P ( t) , t) =
uR ( t)

2
P ( t) 2.

其中: uM ( t) 和 uR ( t) 分别为制造商和零售商的广告

成本, 且值为正的影响参数; C (A ( t) , t) 和 C (P ( t) ,

t) 分别表示制造商和零售商的广告成本 1
制造商实施全国性广告的目的在于累积品牌的

商誉,商誉是由于广告的影响,改变消费者对该品牌

的偏好来增加新的顾客, 进而增加市场对该产品的

需求 1累积变量G ( t) 代表品牌的商誉,假设商誉随

时间的变化满足下列微分方程:

Gα( t) = Α( t)A ( t) + Β( t) P ( t) - ∆G ( t) ,

G (0) = G 0 ≥ 0.
(1)

其中: Α( t) 为制造商的全国性广告影响参数, Β( t) 为

零售商的地方性广告影响参数, ∆> 0为一个常值的

衰减率 1商誉的衰减是由于消费者在该公司竞争对
手的广告诱惑下, 转向其他品牌或转向新引入市场

的产品和品牌而造成的. 方程 (1) 是 N erlove2
A rrow 模型[8 ] 的扩展 1
产品的销售收入由下式给定:

Q (P ( t) , G ( t) ) = Χ( t) P ( t) + Η( t)G ( t).

其中: Χ( t) 为零售商的地方性促销广告对销售的影

响, Η( t) 为制造商的全国性广告所形成的品牌商誉

对销售的影响 1
假设供应链系统的总收入在两个参与人之间分

配[6 ] , 制造商得到 Π( t) ∈ (0, 1) , 零售商得到 1 -

Π( t) ,该分配比率是预先给定的 1供应链系统中的
两个成员有相同且为正值的贴现率 Θ, 双方的目标

都是在无限时区内寻求使其利润最大化的最优广告

策略 1制造商的目标函数为

　J M =∫
∞

0
e- Θt{Π( t) [Χ( t) P ( t) + Η( t)G ( t) ] -

uM ( t)
2

A ( t) 2 -
uR ( t)

2
D ( t) P ( t) 2}d t; (2)

　　零售商的目标函数为

J R =

∫
∞

0
e- Θt{ (1 - Π( t) ) [Χ( t) P ( t) + Η( t)G ( t) ] -

uR ( t)
2

(1 - D ( t) ) P ( t) 2}d t. (3)

　　式 (1)～ (3) 定义了有 3个控制变量A ( t) ≥ 0,

D ( t) ∈ [ 0, 1 ], P ( t) ≥ 0和一个状态变量G ( t) ≥ 0

的双人微分对策 1制造商和零售商的广告策略由反
馈策略决定 1反馈策略意味着决策在一般情况下是
当前状态变量即商誉和时间的函数, 制造商和零售

商的广告决策分别表示为A (G ( t) , t) 和P (G ( t) , t) 1
由于动态参数条件下求解解析解的困难, 假设模型

中所有参数uM ( t) , Α( t) , Β( t) , Χ( t) , Η( t) 和Π( t) 都是

与时间无关的常数, 且博弈在无限时区的任何时段

内,参与人面对的是相同的博弈 1因而可将策略限
制在静态策略[9 ] , 即制造商和零售商的广告策略分

别表示为A (G ( t) ) 和 P (G ( t) ) ,其均衡为静态反馈

均衡 (以下为书写方便,不写出时间 t) 1在此条件下
研究两种情况: 1) 假设制造商不支持零售商的地方

性广告促销努力, 双方同时且独立作出自己的广告

策略, 运用动态规划原理分别求出制造商和零售商

的反馈N ash 均衡策略; 2) 制造商作为营销渠道的

领导者,对零售商的广告策略予以支持,为其支付一

定比例的促销费用,这是一个典型的 Stackelberg 微

分对策,其均衡为反馈 Stackelberg 策略 1

3　非合作条件下的反馈 Na sh均衡策略
　　假设制造商对零售商的地方性广告不予支持,

即D ( t) = 0,双方同时且独立确定自己的最优广告

策略 1其均衡为反馈N ash均衡,用上标N 表示 1在
此条件下,有如下定理:

定理 1　非合作条件下的静态反馈N ash 均衡

策略如下:

制造商的全国性广告策略

A N =
ΠΑΗ

uM (Θ+ ∆) , (4)

　　零售商的地方性广告促销策略

P N =
(1 - Π) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]

uR (Θ+ ∆) . (5)

　　证明　应用静态反馈N ash 均衡的充分条件,

导出对所有G ≥ 0满足HJB 方程的最优值函数V i,

i ∈ {M , R } [10 ]1在非合作条件下, 制造商和零售商

的HJB 方程分别为

　　ΘV M (G ) = m ax
A ≥0 {Π(ΧP + ΗG ) -

uM

2
A 2 +
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V ′M (G ) (ΑA + ΒP - ∆G ) }, (6a)

　ΘV R (G ) = m ax
P≥0 { (1 - Π) (ΧP + ΗG ) -

uR

2
P 2 +

V ′R (G ) (ΑA + ΒP - ∆G ) }. (6b)

则满足方程 (6a) 和 (6b) 的A (G ) 和 P (G ) 构成了静

态反馈N ash 均衡 1使式 (6a) 和 (6b) 最大化的一阶

条件分别为

A = ΑV ′M (G ) öuM , (7)

P =
Χ(1 - Π) + ΒV ′R (G )

uR
. (8)

式 (7) 和 (8) 分别代入M 和R 的HJB 方程,可得

　　ΘV M (G ) =

　　[ΠΗ- ∆V ′M (G ) ]G +
Α2V ′M (G ) 2

2uM
+

　　
[ (1 - Π) Χ+ ΒV ′M (G ) ] [ΠΧ+ ΒV ′M (G ) ]

uR
, (9a)

　　ΘV R (G ) = [ (1 - Π) Η- ∆V ′R (G ) ]G +

[ (1 - Π) Χ+ ΒV ′R (G ) ]2

2uR
+

Α2V ′M (G )V ′R (G )
uM

. (9b)

由式 (9a) 和 (9b) 可知,关于G 的线性最优值函数是

HJB 方程的解 1令
V N

M (G ) = k 1G + k 2,V N
R (G ) = s1G + s2. (10)

其中 k 1, k 2和 s1, s2为常数 1式 (10) 及其对G 的导数

代入式 (9a) 和 (9b) ,可得

Θ(k 1G + k 2) =

(ΠΗ- ∆k 1)G +
Α2k 2

1

2uM
+

[ (1 - Π) Χ+ Βs1 ] [ΠΧ+ Βk 1 ]
uR

, (11a)

Θ(s1G + s2) =

[ (1 - Π) Η- ∆s1 ]G +
Α2k 1s1

2uM
+

[Χ(1 - Π) + Βs1 ]2

2uR
. (11b)

式 (11a) 和 (11b) 对所有G ≥ 0都满足,因而最优值

函数的参数值为

k 1 =
ΠΗ

Θ+ ∆,

k 2 =

Π{2uM (1 - Π) [Χ(Θ+

∆) + ΒΗ]2 + uR Α2Η2Π}
2ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 ,

s1 =
(1 - Π) Η

Θ+ ∆ ,

s2 =

(1 - Π) {uM (1 - Π) [Χ(Θ+

∆) + ΒΗ]2 + 2uR Α2Η2Π}
2ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 .

k 1, k 2 和 s1, s2 代入式 (11) , 可得制造商和零售商在

N ash 均衡条件下的最优值函数分别为

V N
M (G ) =

ΗΠ
Θ+ ∆G +

Π{2uM (1 - Π) [Χ(Θ+

∆) + ΒΗ]2 + uR Α2Η2Π}
2ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 , (12a)

V N
R (G ) =

Η(1 - Π)
Θ+ ∆ G +

(1 - Π) {uM (1 - Π) [Χ(Θ+

∆) + ΒΗ]2 + 2uR Α2Η2Π}
2ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 .

(12b)

式 (12a) 对 G 求导后, 所得结果代入式 (7) 即得式

(4) ; 式 (12b) 对G 求导后,所得结果代入式 (8) 即得

式 (5) 1□

4　合作条件下反馈 Stackelberg均衡策略
　　考虑制造商支持零售商的地方性促销广告,为

其支付比例D 的广告成本,目的是对零售商给予直

接的激励, 使其按照制造商的意图作广告 1假设制
造商是一个 Stackelberg 博弈的领导者,给定制造商

的最优策略,零售商确定自己的最优策略,双方的最

优策略为静态反馈 Stackelberg 均衡策略,并用上标

S 表示 1该静态反馈Stackelberg均衡策略可表示为

如下定理:

定理 2　在制造商为零售商的地方性广告提供

支持的条件下, 制造商和零售商的静态反馈

Stackelberg 均衡策略分别为

A s =
ΠΑΗ

uM (Θ+ ∆) , (13)

P s =
(1 + Π) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]

2uR (Θ+ ∆) , (14)

D =
3Π- 1
Π+ 1

, Π>
1
3

;

0,否则 1
(15)

　　证明　制造商首先确定其全国性广告策略A ,

以及对零售商的地方性广告支持率D 1零售商视制
造商的策略A 和D 为给定参数,并根据自身的状况

来确定最优的地方性广告促销策略 P 1于是问题转
化为零售商的单方最优控制问题, 其最优值函数

V R (G ) 必须满足HJB 方程

ΘV R (G ) =

m ax
P≥0 { (1 - Π) (ΧP + ΗG ) -

(1 - D ) uR

2
P 2 + V ′R (G ) (ΑA + ΒP - ∆G ) }.

(16)

使式 (16) 最大化的一阶条件为
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P =
Χ(1 - Π) + ΒV ′R (G )

uR (1 - D ) . (17)

制造商考虑到零售商将根据给定的决策A 和D 采

取自身的最优策略, 因此应根据零售商的理性反应

来确定自己的最优策略, 以满足自己利润最大化的

目标 1此时制造商的HJB 方程为

ΘV M (G ) =

m ax
A ≥0,D≥0{Π(ΧP + ΗG ) -

uM

2
A 2 -

uR

2
D P 2 + V ′M (G ) (ΑA + ΒP - ∆G ) }. (18)

式 (17) 代入 (18) ,可得

ΘV M (G ) =

m ax
A ≥0,D≥0

Π ΧΧ(1 - Π) + ΒV ′R (G )
uR (1 - D ) + ΗG -

uM

2
A 2 -

uR

2
D

Χ(1 - Π) + ΒV ′R (G )
uR (1 - D )

2

+

V ′M (G ) ΑA + Β Χ(1 - Π) + ΒV ′R (G )
uR (1 - D ) - ∆G .

(19)

使式 (19) 最大化的关于A 和D 的一阶条件分别为

　A = ΑV ′M (G ) öuM , (20)

　D =
Χ(3Π- 1) + 2ΒV ′M (G ) - ΒV ′R (G )
Χ(Π+ 1) + ΒV ′R (G ) + 2ΒV ′M (G ) . (21)

式 (17) , (20) , (21) 代入式 (16) 和 (19) ,整理得

ΘV R (G ) =

[ (1 - Π) Η- ∆V ′R (G ) ]G +
Α2V ′R (G )V ′M (G )

uM
+

[ (1 - Π) Χ+ ΒV ′R (G ) ] [Χ(1 +

Π) + ΒV ′R (G ) + 2ΒV ′M (G ) ]
4uR

, (22a)

ΘV M (G ) =

[ΠΗ- ∆V ′M (G ) ]G +
Α2V ′M (G ) 2

2uM
+

[Χ(1 + Π) + ΒV ′R (G ) + 2ΒV ′M (G ) ]2

8uR
. (22b)

与定理 1的证明类似,线性最优值函数满足式 (22a)

和 (22b) 1令
V S

M (G ) = l1G + l2,V S
R (G ) = r1G + r2. (23)

式 (23) 及其对G 的导数分别代入式 (22a) 和 (22b) ,

计算可得V S
M (G ) 和V S

R (G ) 的系数值

l1 =
ΠΗ

Θ+ ∆,

l2 =

uM (1 + Π) 2 [Χ(Θ+ ∆) +

ΒΗ]2 + 4uR Α2Η2Π2

8ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 ,

r1 =
(1 - Π) Η

Θ+ ∆ ,

r2 =

(1 - Π) {uM (1 + Π) [Χ(Θ+

∆) + ΒΗ]2 + 4uR Α2Η2Π}
4ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 .

l1, l2和 r1, r2代入式 (23) ,可得到制造商和零售商的

最优值函数分别为

V S
M (G ) =

ΠΗ
Θ+ ∆G +

uM (1 + Π) 2 [Χ(Θ+ ∆) +

ΒΗ]2 + 4uR Α2Η2Π2

8ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 , (24a)

V S
R (G ) =

(1 - Π) Η
Θ+ ∆ G +

(1 - Π) {uM (1 + Π) [Χ(Θ

+ ∆) + ΒΗ]2 + 4uR Α2Η2Π}
4ΘuM uR (Θ+ ∆) 2 .

(24b)

式 (24a) 对 G 求导后代入式 (20) , 可得定理 2 中式

(13) ;式 (24a) 和 (24b) 对G 求导后代入式 (21) , 可

得定理 2 中式 (15) ; 式 (24b) 对 G 求导后带入式

(17) ,可得定理 2中式 (14)。□

5　两种均衡结果的比较
　　由定理 1和定理 2可知,制造商在两种情形下

具有相同的广告策略, 而零售商的促销策略则有不

同的结果 1由式 (5) 和 (14) 可得

P S - P N =

(1 + Π) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]
2uR (Θ+ ∆) -

(1 - Π) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]
uR (Θ+ ∆) =

(3Π- 1) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]
2uR (Θ+ ∆) .

在合作条件下,由式 (15) 有Π> 1ö3,因而 P S - P N

> 01该结果说明,零售商在制造商提供广告支持的

情况下会作更多的促销广告 1注意到

P S - P N = D P S Ζ P S - P N

P S = D .

该式说明,与没有支持的情形相比,零售商会增加其

促销广告, 增加的比例与制造商所提供的广告支持

率相同 1合作广告是一种激励机制,通过该机制,零

售商会比没有支持的情形作更多的广告 1
下面转到另一个重要问题:与非合作情形相比,

合作广告计划是否会增加整个供应链系统的总利

润?即合作广告是否为一个能使供应链成员利润增

加的协调机制?

根据最优值函数的定义,V M (G 0) 和V R (G 0) 是

渠道成员在G 0 (G 0 ≥ 0) 点的最优值函数,因而是无

限时区上的总利润 1定理 3给出了供应链系统以及

制造商和零售商在两种不同均衡条件下的利润比较

结果 1
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定理 3　制造商的利润V N
M < V S

M ,零售商的利

润V N
R < V S

R.

证明　对于 Π G 0,由式 (12a) 和 (24a) 可得

V S
M (G 0) - V N

M (G 0) =

(3Π- 1) 2 [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]2

8ΘuM (Θ+ ∆) 2 > 0,

V S
R (G 0) - V N

R (G 0) =

(3Π- 1) (1 - Π) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]2

4ΘuM (Θ+ ∆) 2 > 0.

整个供应链系统在两种不同均衡条件下的利润为

V S
M (G 0) + V S

R (G 0) - [V N
M (G 0) + V N

R (G 0) ] =

(3Π- 1) (1 + Π) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]2

8ΘuM (Θ+ ∆) 2 > 0.

定理得证 1□
定理 3说明在合作条件下, 整个供应链系统以

及制造商和零售商的利润都增加, 无论是制造商还

是零售商,都偏好选择 Stackelberg 均衡策略 1在这
种条件下考察谁在该博弈下得益最多, 定理 4 表述

了这种结果 1
定理 4　与非合作条件下的广告策略相比, 如

果Π> 3ö5,则制造商从合作性广告所得的利润要比

零售商多;如果 1ö3 < Π< 3ö5,则结论相反 1
证明

V S
M (G 0) - V N

M (G 0) - [V S
R (G 0) - V N

R (G 0) ] =

(3Π- 1) (5Π- 3) [Χ(Θ+ ∆) + ΒΗ]2

8ΘuM (Θ+ ∆) 2 . (25)

由定理 2可知,在合作条件下,必有Π> 1ö3,因此当

Π> 3ö5时,式 (25) 为正值 1与非合作条件下相比,

制造商在合作条件下所得的利润要比零售商所得的

利润多 1若 1ö3 < Π< 3ö5,则零售商在合作条件下

比制造商所得的利润多 1当Π= 3ö5时,二者从合作

广告计划中所得的收益与不合作条件下相等 1□

6　数值分析
　　制造商和零售商在合作和非合作条件下,最优

广告策略和利润依赖于模型中各个参数的选取 1假
设模型中的参数值分别取衰减率∆= 0. 1, 贴现率Θ

图 1　不同情形下制造商的利润比较

图 2　不同情形下零售商的利润比较

= 0. 1, uM = 2, uR = 1, Α= 2, Β = 0. 8, Χ= 3, Η=

1. 2,D = 0. 5, Π= 0. 6,则制造商和零售商在合作和

非合作条件下, 利润随时间变化的曲线分别如图 1

和图 2所示 1
由图 1和图 2可见, 制造商和零售商在合作条

件下,利润随着时间增加而趋于平稳,且始终高于非

合作条件下的利润,进而验证了定理 3的结果 1

7　结　　论
　　本文基于扩展的N erlove2A rrow 模型并运用微

分对策,在动态框架下研究供应链系统中制造商和

零售商在竞争和合作条件下的最优广告策略 1研究
结果表明,合作广告是使整个供应链系统以及渠道

两个成员的利润都增加的有效协调机制,是帕累托

有效的 1制造商通过对零售商的地方性广告给予支
持,可使零售商按照制造商的意图作更多的广告来

刺激销售,并使制造商的利润最大化;零售商利用合

作广告的形式与制造商共享广告成本,从而大大减

少他的全部促销费用 1根据两个成员的利润分配比
率,可以确定谁在合作计划中得益最多 1
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