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摘　要: 在一种使用单基因变异、精英繁殖、递减型策略参数的改进进化策略基础上, 提出了一种求解多模态函数多

个极值点的多种群协同进化策略, 并给出了子种群进化概率、停止条件的确定和收敛到极值点的判断条件.在求多极

值点的进化算法中,判别两个极值点是同峰还是异峰极值点是一个困难而关键的问题, 为此引入了一种新的判别方

法——山谷探索法, 从而避免了确定小生境半径或峰半径.一组测试函数的仿真计算结果表明了所提出的算法能准

确地找到全部极值点.
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Abstr act: Based on improved evolution st rategies with single-gene mutation, elitist reproduction, and descending

st rategy parameter s, a cooperating multi-population evolution strat egy is proposed for the optimization of mult i-

modal function. The subpopulat ion' s probability of evolut ion, stopping condition, and cr iter ion of convergence to lo-

cal optima are present ed. A new method named as valley searching to distinguish between same-peak optima and dif-

fer ent-peak ones is proposed, and determining the r adius of niche or peak is avoided which has been a hard problem

for fitness sharing genetic algor ithms. Simulat ion r esults on a set of benchmark functions show that the algor ithm

can properly find all the opt ima.
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1　引　　言
　　在大量实际优化问题中,不仅存在全局最优解,

而且可能有多个全局最优解和局部最优解. 如何构

造一种优化算法,使之能求出全部全局最优解和尽

可能多的局部最优解, 这类问题一般称为多峰函数

优化问题或多模态函数优化问题 (Mult i-modal

funct ion opt imizat ion, MFO) , 已成为进化算法的一

个重要研究方向,人们提出了多种求解MFO 的基

于小生境(Niche )和/或多群体(Mult i-populat ion)

技术的遗传算法 (GA) [ 1, 2] . 进化策略 ( Evolution

st rategies, ES)是一类求解连续函数优化问题的具

有较好性能的进化算法, 虽然也有研究者引入了小

生境技术[ 3, 4] ,但仅用于改善其全局搜索性能, 对于

求解MFO,则少有文献报道, 为此作者在这方面作

了一些探索.

在求解MFO 的多群体算法中需要解决两个问

题:

1) 判别子种群是否已收敛于一极值点, 适时地



停止该子种群的进化, 以防止因变异跳出该极值点

而导致极值点丢失;

2) 判别新求出的极值点是否与已求出的极值

点属于同一个峰, 本文称之为同峰极值点的判别.

对于问题 1) ,人们提及的较少.对于问题 2) ,在

基于适应值共享 ( F itness shar ing)小生境技术的

GA中,通过确定小生境半径[ 1] (或峰半径[ 2] )计算

群体的共享度,调整个体的适应值[ 5] ,以保持种群的

多样性,使每个子群体收敛于不同的极值点.由于确

定小生境半径的复杂性,防止求出多余的极值点或

极值点遗漏仍然是需要解决的问题.

本文在一种基于单基因变异、精英繁殖、递减型

策略参数的改进进化策略[ 6]基础上, 提出了多种群

协同进化策略 m× ( 1 + K) - ES,论述了子种群收

敛性的判别以及同峰极值点的判别, 提出了判别同

峰极值点的山谷探索法,并给出了一组典型测试函

数的仿真计算结果.

2　解多模态问题的多种群进化策略
　　理论和仿真计算结果表明, 基于单基因变异、

精英繁殖和递减型策略参数的改进进化策略[ 6] 具

有良好的收敛性能,较少的计算开销. m× ( 1 + K)

- ES 是在此基础上针对MFO 提出的多种群进化

策略,它由 m个子种群、极值点管理层、极值点集组

成.其基本思想是, 通过 m个子种群实现全局搜索,

每个子种群同时搜索不同的局部极值点;当某个子

种群收敛到一个极值点而不再进化时, 将该极值点

放入极值点集,该子种群重新初始化;在极值点管理

层,计算新加入的极值点与已有的极值点之间的距

离,如果该距离较小,则判别它们是同峰极值点还是

异峰极值点, 如果是同峰极值点则舍弃该新极值点,

否则将其加入到极值点集合中. 当连续若干次没有

找到新的极值点时,则认为已找出全部极值点, 而极

值点集合中最优者即为全局最优解.

2. 1　子种群停止条件

对于含 n个变量的连续函数最大值优化问题

J = max( f (X) ) ,

X ∈ S =

{(x1, x 2,…, xn) : x i ∈ [x i min , x i max] },

i∈ {1, 2,…, n}, ( 1)

其中 f (X) 为适应值函数. 如果父代 X 产生的后代

X′满足 f (X′) > f (X) ,则称 X′得到了进化.设X*

= (x*
1 , x*

2 , …, x*
n ) 是一个极大值点,它可以是全局

或局部的.从工程实用的角度, 对于给定的误差 E>

0, 如果ûx i - x
*
i û< E,则称变量 x i 已收敛.如果对

于 P i ∈ {1, 2,…, n}, 有ûx i - x
*
i û< E,则称 X =

(x1 , x2 ,…, xn) 已收敛到 X* .当某一子种群收敛到

一个极值点时, 应及时停止, 减少不必要的计算, 也

防止因变异跳出该极值点造成极值点丢失.

在子种群进化过程中, 如果若干代(设 g 代) 没

有进化,则缩减 R, 直到预先设定的最小值 Rmin. 当 R

= Rmin时, 如果连续 k代没有进化,则可以认为该子

种群已收敛到极值点.需要确定合理的 k, 既保证子

种群以足够的概率收敛到极值点, 而又不致于进行

过多的冗余计算.为此, 本文研究了( 1 + K) - ES的

进化概率和停止条件,得到如下结论:

结论1　对于单基因Gauss变异算子 z→N ( 0,

R) , 当R= Rmin = E/ 2, v i∈ {1, 2,…, n},满足ûx i -

x
*
i û> E时, ( 1 + K) - ES一次变异产生进化的最小

概率

pe ≈ 1
2n

. ( 2)

　　证明　对于单基因变异算子 z→N ( 0, R) , 当n

个变量中 n - 1个变量已收敛, 只有一个变量没有

收敛时, ( 1 + K) - ES经一次变异产生进化的概率

最小,不妨设ûx j - x*
j û> E, x i = x*

i , i≠ j , 如图 1

所示,进化概率 p e =
1
n P ( 0 < z < D) .

图 1　 单基因变异的进化区间为(x j , x j + D)

　　考虑到进化过程中, 如果g 代没有进化,则 R将

不断减小,直到 R≤Rmin ,因而对于 z→N ( 0, R) , 当R

= Rmin = ( 1/ 2)E, 如果ûx j - x*
j û> E,则

0. 5≥ P ( 0 < z < D) ≥ P ( 0 < z < 2E) =

P ( 0 < z < 4Rmin) .

　　对于 N ( 0, R) ,由正态分布表可知

P ( - 4R≤ z ≤ 4R) = 0. 999 968 3≈ 1. 0,

故p( 0≤ z≤4Rmin) ≈ 0. 5, P ( 0 < z < D) ≈ 0. 5, 即

一次变异产生进化的概率

pc ≈ 1
2n

. □

　　结论 2　对于单基因Gauss变异算子 z,当 R=

Rmin = E/ 2时, ( 1 + K) - ES 如果连续

k≥
ln( 1 - pg)

Kln
2n - 1

2n

( 3)

代没有进化,则 X = (x 1, x2 ,…, xn) 已收敛到X* 的

概率≥ p g.
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证明　采用与产品成功试验相类似的方法[ 7] ,

将是否收敛看作产品是否合格, 一次变异当作产品

的一次抽样试验, 发生进化则类同于该次抽样试验

产品不合格, 进化概率等同于产品的不合格率, 收敛

概率看作是接受产品的概率.对于单基因变异( 1 +

K) - ES, 由结论 1,当 z → N ( 0, R) = N ( 0, Rmin) =

N ( 0, E/ 2) , v ûx i - x *
i û> E,经连续k代进化计算,

至少有一次产生进化的最小概率为

pek = 1 - (1 -
1
2n)

kK
.

令 pek = 1 - (1 -
1
2n)

kK
≥ pg ,得

kKln(1 -
1
2n) ≤ ln( 1 - pg) .

　　考虑到 1 -
1
2n

< 1, ln(1 -
1
2n) < 0,有

k≥
ln( 1 - pg)

Kln
2n - 1

2n

.

即 v ûx i - x
*
i û> E时,经

k≥
ln( 1 - p g)

Kln
2n - 1

2n

代进化计算, 至少有一次进化的概率 pek > pg . 换言

之,如果经

k≥
ln( 1 - p g)

Kln
2n - 1

2n

代计算没有进化,则对 P i∈ {1, 2,…, n}, P (ûx i -

x*
i û≤ E) ≥p g .□

上述结论可以指导设计合适的子种群停止准

则.当R= Rmin = E/ 2时,按式( 3)计算k,当连续没有

进化代数大于 k时,则可以以概率 p g保证所有的 x i

满足ûx i - x*
i }≤E.例如对于含n = 50个变量的优

化问题,如果子种群为( 1 + 20) - ES, 要求所有 x i

满足P (ûx i - x*
i û≤ 0. 001) ≥ 0. 999 9, 则应在 Rmin

=
1
2
E= 0. 000 5时,连续

k≥
ln( 1 - pg)

Kln
2n - 1

2n

= 45. 8

代没有进化. 换言之, 如果连续 k≥ 45. 8代没有进

化, 则所有 x i 满足 ûx i - x
*
i û< E的概率大于

99. 99% .

2. 2　同峰极值点的判别

当新发现的极值点与已发现的某个极值点距离

比较近时, 判断这两个极值点是同峰还是异峰一直

是求多极值点优化问题的难点. 在适应值共享遗传

算法中,通过比较两极值点间的距离与预先设定的

小生境半径或峰半径来确定相距较近的极值点是否

同峰,当极值点分布不均匀时容易出现判断错误. 本

文提出山谷探索法判别同峰极值点,原理如下:

图 2所示为一个二维适应值函数的等高线, A

和 B是两个不同峰的极值点, 在它们所界定的区域

内必然包含山谷,而C和D是同峰的,在它们界定的

区域则不包含山谷.山谷探索法的基本原理就是探

索两极值点之间是否存在山谷.为此,以这两个极值

点的变量值为边界域,在这个小区域内用( 1 + 1) -

ES 进行求最小值(相对于求最大值的优化问题而

言) 的进化计算.经过若干代(如 100代) , 如果能找

到比这两个极值点小的函数适应值, 则说明这两极

值点之间存在“山谷”,它们是异峰极值点,否则它们

是同峰极值点. 这种小种群的进化计算成本是很小

的,因为搜索空间很小,而且并不需要找出最低的谷

点,只要判定是否存在山谷即可.

图 2　山谷探索法判别同峰极值点原理

3　算　　例
　　为了验证 m× ( 1 + K) - ES,选择一组典型的

测试函数进行仿真计算. 在计算过程中,所有计算参

数为 5× ( 1 + 5) - ES, 每次计算如果连续找到 50

个极值点都不是新极值点,则停止计算.每个函数重

复计算 50次.

函数 1　Himmelbau 函数
[ 1]

f 1(x , y) =

660 - (x2 + y - 11) 2 -

(x + y2 - 7) , x, y ∈ [ - 6, 6] .

此函数为线性不可分的等高、不等距多峰函数, 有 4

个极大值点,理论极值为 660. 0.

函数 2　Shekel ' s Foxholes函数[ 1]

min
1

f 2(x1, x 2)
=

0. 02 + ∑
25

j= 1

1

cj + ∑
2

i= 1
(x i - aij ) 2

,

x1 , x2∈ [ - 65. 536, 65. 536] ,

aij = ( a
0
ij a

1
ij a

2
ij a

3
ij a

4
ij ) ,
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　a
k
ij =

　
- 32 - 16 0

- 32 + 16k - 32 + 16k - 32 + 16k
→

　←
16 32

- 32 + 16k - 32 + 16k
,

i = 1, 2, j = 1, 2,…, 25, k = 1, 2, 3, 4.

它是典型的非等高多峰函数,共有 25个极值点.

以上函数的计算结果分别如表 1和表 2所示,

每次都准确找到了全部极值点. 与文献[ 1] 比较,解

的质量得到了提高,而且没有多余和遗漏极值点.在
表 1　函数 1计算结果

序号
变　　量

x y
函数值

1 - 2. 805 116 02 3. 131 279 53 659. 999 999 96

2 3. 584 426 82 - 1. 848 071 22 659. 999 999 96

3 - 3. 779 329 09 - 3. 283 158 95 659. 999 999 93

4 2. 999 950 64 2. 000 018 94 659. 999 999 92

表 2　函数 2计算结果

序号 x1 x 2 函数值

1 - 31. 978 333 69 - 31. 978 334 77 0. 998 003 84

2 - 15. 986 388 72 - 31. 970 336 80 1. 992 030 90

3 0. 013 217 60 - 31. 965 089 34 2. 982 105 16

4 15. 981 589 93 - 31. 960 835 86 3. 968 250 11

5 31. 958 687 15 - 31. 958 688 62 4. 950 491 23

6 - 31. 953 919 87 - 15. 977 936 95 5. 928 845 13

7 - 15. 975 318 16 - 15. 975 331 81 6. 903 335 69

8 - 0. 021 793 24 - 15. 973 585 84 7. 873 992 98

9 15. 972 427 90 - 15. 972 428 28 8. 840 835 96

10 31. 943 432 84 - 15. 972 247 89 9. 803 897 94

11 - 31. 941 210 32 0. 025 350 00 10. 763 180 67

12 - 15. 968 387 01 - 0. 026 706 63 11. 718 699 56

13 - 0. 027 774 94 - 0. 027 806 87 12. 670 505 81

14 15. 966 147 90 0. 028 845 96 13. 618 608 92

15 31. 933 411 64 0. 029 601 12 14. 563 054 16

16 - 31. 931 686 35 15. 965 638 07 15. 503 816 80

17 - 15. 963 355 72 15. 963 356 58 16. 440 907 31

18 0. 032 696 35 15. 962 105 14 17. 374 406 50

19 15. 961 467 20 15. 961 468 60 18. 304 309 52

20 31. 925 276 55 15. 961 933 16 19. 230 678 13

21 - 31. 926 445 53 31. 926 444 75 20. 153 486 96

22 - 15. 960 226 50 31. 922 358 29 21. 072 687 51

23 - 0. 036 664 17 31. 920 935 14 21. 988 407 55

24 15. 958 601 34 31. 919 594 28 22. 900 634 08

25 31. 921 096 12 31. 921 096 05 23. 809 434 47

Pent ium Ë 上进行仿真计算, 函数 1平均计算时间

为 10. 3 s,函数 2平均计算时间为 27. 5 s.

4　结　　论
　　以单基因变异、精英繁殖、递减型策略参数的

改进进化策略为基础, 建立多种群协同进化策略 m

× ( 1 + K) - ES具有能够准确地寻找所有极值点的

能力.用山谷探索法判别同峰极值点,不需要适应值

函数和有关峰半径或小生境半径的先验知识, 适用

性强,可应用于其他多模态函数优化算法.子种群使

用( 1 + K) - ES时,文中给出的停止条件确定方法

可以以给定的精度和可信度收敛于极值点.

在多极值点搜索过程中,如何尽量避免极值点

的重复搜索而不丢失极值点, 是需要进一步研究和

解决的问题.
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