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控制方向未知的非线性系统的自适应输出跟踪控制
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摘　要: 针对一类含有未知控制方向和时变不确定性的本质非线性系统,应用N ussbaum 2type 增益技术和A dding a

pow er in tegrato r 递推设计方法,设计了一种鲁棒自适应状态反馈控制器. 所设计的控制器能保证闭环系统所有信号

全局一致有界,特别是通过适当调整控制器设计参数,可使输出跟踪误差在有限时间后变得适当小. 最后通过仿真实

例对算法进行验证.
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Abstract: A robust adap tive sta te feedback con tro ller is designed fo r a class of uncerta in inheren tly non linear system s

w ith bo th tim e2varying uncerta in t ies and unknow n contro l direct ions, by emp loying the N ussbaum 2type gain tech2
nique and the adding a pow er in tegrato r design. T he p ropo sed con tro ller can ensure all the signals of the clo sed2loop

system globally un ifo rm ly bounded. E specia lly, the ou tpu t track ing erro r can be m ade p roperly sm all in fin ite t im e

by tun ing the design param eters. A sim ulation examp le verifies the schem e.
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1　引　　言
　　非线性系统的输出调节或跟踪问题受到许多

学者的重视. 特别是对可反馈线性化系统,应用递推

back stepp ing 方法, 其输出跟踪问题比较容易解

决[1, 2 ]. 但对一些具有不可控不稳定线性化的本质非

线性系统, back stepp ing 方法是无法应用的. 近来文

献 [ 3 ]提出一种A dding a pow er in tegra to r方法,可

用来处理这类系统的控制问题.

本文研究如下 S ISO 非线性系统的输出跟踪问

题:

xα1 = x p 12 + <1 (x , u , d ( t) ) ,

　　�
xαn- 1 = x p n- 1n + <n- 1 (x , u , d ( t) ) ,

xαn = g ( t) u p n + <n (x , u , d ( t) ) ,

y = x 1.

(1)

其中: x = (x 1,⋯, x n) T ∈R n , u ∈R 和 y ∈R 分别

是系统的状态、输入和输出; g ( t) ≠ 0和 d ( t) ∈ R s

是未知的有界分段时变连续函数 (其界未知) ; <i: R n

×R ×R s→R ( i = 1, 2,⋯, n ) 是关于其变量的连续

函数.

当 <i (x , u , d ( t) ) = Υi (x 1,⋯, x i) , g ( t) = 1 或



g ( t) 以已知函数为其上下界时, 文献 [ 4 ] 解决了系

统 (1) 的实用输出跟踪问题. 当 <i (x , u , d ( t) ) =

Υi (x 1,⋯, x i) T Η, g ( t) = 1或 g ( t) 以已知函数为其上

下界时,文献[ 5, 6 ] 研究了系统 (1) 的实用输出跟踪

问题. 值得注意的是, 这些结果都是在 g ( t) 的符号

(控制方向) 已知的条件下得到的. 当 g ( t) 的符号未

知时,系统 (1) 的输出跟踪问题尚未得到解决.

本文结合N u ssbaum 2type增益技术和A dding a

pow er in tegra to r方法,研究当g ( t) 的符号未知时系

统 (1) 的输出跟踪控制问题.

2　问题描述与引理
　　 考虑非线性系统 (1) 的输出跟踪问题. 控制目

标是构造鲁棒自适应状态反馈非线性控制器, 使不

确定非线性系统 (1) 的输出跟踪误差 y ( t) - y r ( t)

全局一致有界, 同时保证闭环系统的其他所有信号

全局一致有界 1其中 y r ( t) 是要跟踪的参考信号.

　　假设 1　存在未知常数M ≥ 0,使得

ûy r ( t) û ≤M , ûyαr ( t) û ≤M .

　　假设 2　存 在已知光滑函数 f i (x 1,⋯, x i,

d ( t) ) ≥ 0, i = 1, 2,⋯, n ,使得

û<i (x , u , d ( t) ) û ≤ f i (x 1,⋯, x i, d ( t) ).

　　假设 3　存在未知的正常数 Η> 0,满足

ûd ( t) û ≤ Η, Π t∈ [ 0, + ∞).

　　假设 4　时 变参数 g ( t) 在未知闭区间 I =

[ l- , l+ ] 内取值, 且 0 | I. g ( t) 的符号 (即控制方

向) 是未知的.

引理 1　对于任意实数a≥ 0, b > 0,m ≥ 1,有

不等式 a ≤ b +
a

m

m m - 1
b

m - 1

成立.

　　引理 2[7 ]　对 于任意连续函数 f (x , y ) , x ∈

R n , y ∈R m ,存在光滑函数 a (x ) ≥ 0, b (y ) ≥ 0, c (x )

≥ 1, d (y ) ≥ 1, 使得 û f (x , y ) û ≤ a (x ) + b (y ) ,

û f (x , y ) û ≤ c (x ) d (y ).

　　引理 3　对于任意正整数m , n 和任意实值函

数 r (x , y ) > 0,有下列不等式成立:

ûx ûm ûy û n ≤ m
n + m

r (x , y ) ûx û n+ m +

n
n + m

r- m ön (x , y ) ûy û n+ m.

　　引理 4　对于任意 a ∈R , b∈R , p ≥ 1是整

数,有不等式 ûa + bû p ≤ 2p - 1ûap + bp û 成立.

　　引理 5　对于系统 (1) 中的 <i (x , u , d ( t) ) , i =

1, 2,⋯, n , 存在已知光滑函数 fθ i (x 1,⋯, x i) ≥ 1 和

未知常数 ( ≥ 1,使得

û<i (x , u , d ( t) ) û ≤ fθ i (x 1,⋯, x i) ( .

　　 证明　由引理 2知,存在光滑函数 fθ i (x 1,⋯,

x i) ≥ 1和 f
�

i (d ( t) ) ≥ 1,使得

f i (x 1,⋯, x i, d ( t) ) ≤ fθ i (x 1,⋯, x i) f
�

i (d ( t) ).

由假设 3知存在未知常数 ( ≥ 1,满足 û f
�

i (d ( t) ) û≤
( . 再由假设 2知

û<i (x , u , d ( t) ) û ≤f i (x 1,⋯, x i, d ( t) ) ≤

fθ i (x 1,⋯, x i) ( . □

　　为克服控制方向未知带来的困难,借鉴文献[ 8

～ 10 ] 的处理方法,本文采用N u ssbaum 2typ e 增益

方法.

定义 1[10 ]　函数N (ς) 称为N u ssbaum 2type 函

数,如果它有下列性质:

lim sup
s→∞

1
s∫

s

0
N (ς) dς = + ∞,

lim inf
s→∞

1
s∫

s

0
N (ς) dς = - ∞.

(2)

　　本文选择N (ς) = exp (ς2) co s
Π
2

ς .

引理6　设N (ς) = exp (ς2) co s
Π
2

ς 是光滑的

N u ssbaum 2type 函数, q≥ 1是奇数,则N q (ς) 也是

光滑的N u ssbaum 2type 函数, 即 N q (ς) 具有性质

(2).

引理 7[11 ]　设V ( t) 和 ς ( t) 是定义在区间 [ 0,

tf ) 上的光滑函数, 对于 Π t ∈ [ 0, tf ) ,V ( t) ≥ 0,

N (ς) 是适当且光滑的N u ssbaum 2type函数. 如果下

列不等式成立:

V ( t) ≤ c0 + e- c1 t∫
t

0
(g (Σ)N (ς) + 1) ςαec1ΣdΣ,

Π t∈ [ 0, tf ).

其中: c0是适当的常数, c1 > 0, g ( t) 是取值于未知闭

区间 I = [ l- , l+ ] (0 | I ) 的时变参数1则V ( t) , ς ( t)

和∫
t

0
(g (Σ)N (ς) + 1) ςαdΣ必定在区间[ 0, tf ) 上有界.

注 1　由文献[ 12 ] 知,如果闭环系统的解在区

间[ 0, tf ) 上有界,则 tf = ∞1

3　控制器设计和主要结果
　　第 1步　令 p = m ax{p iû1≤ i≤ n}, Ν1 = x 1

- y r,取正定且正则的L yapunov函数

V 1 (Ν1) =
1

p - p 1 + 2
Νp - p 1+ 2

1 ,

可得

Vα
1 =

Νp - p 1+ 1
1 (x p 12 + <1 (z , x , u , Η) - yαr) ≤

Νp - p 1+ 1
1 x p 12 + ûΝp - p 1+ 1

1 û [ fθ1 (x 1) ( + M ]. (3)

因为 fθ1 (x 1) ≥ 1,所以

ûΝp - p 1+ 1
1 û (fθ1 (x 1) ( + M ) ≤

ûΝp - p 1+ 1
1 û fθ1 (x 1) (( + M ). (4)

由引理 3,对任意的 K ≥ 1 (K 是设计常数) ,存在光
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滑函数 Θ1 (x 1, y r, K ) ≥ 0和未知常数 ( 1 > 1,使得

ûΝp - p 1+ 1
1 û (fθ1 (x 1) ( + M ) ≤

Νp + 1
1 Θ1 (x 1, y r, K ) + ( 1öK. (5)

式 (5) 代入 (3) ,得

Vα
1 ≤ Νp - p 1+ 1

1 [x p 12 + Νp 11 Θ1 (x 1, y r, K ) ] + ( 1öK.

(6)

取虚拟控制器

Λ1 (x 1, y r, K ) = - Ν1 [ 2 + Θ1 (x 1, y r, K ) ]1öp 1 =

- Ν1Β1 (x 1, y r, K ) ,

则式 (6) 变为

Vα
1 ≤- 2Νp + 1

1 + Νp - p 1+ 1
1 [x p 12 - Λp 11 ] + ( 1öK.

　　第 k 步 (2≤ k ≤ n - 1)　假设在第 k - 1步

存在虚拟控制器 Λ1 = - Ν1Β1 (xθ1, y r, K ) , Λ2 = -

Ν2Β2 (xθ2, y r, K ) ,⋯, Λk- 1 = - Νk- 1Βk- 1 (xθk - 1, y r, K )

和坐标变换 Ν1 = x 1 - y r, Ν2 = x 2 - Λ1,⋯, Νk - 1 =

x k- 1 - Λk- 2. 其中: xθ i = (x 1,⋯, x i) , Βi (xθ i, y r, K ) > 0

是光滑的,并存在正定、正则且光滑的L yapunov 函

数

V k- 1 = ∑
k- 1

i= 1

1
p - p i + 2

Νp - p i+ 2
i ,

满足

Vα
k- 1 ≤- ∑

k- 2

i= 1
Νp + 1

i - 2Νp + 1
k- 1 +

Νp - p k- 1+ 1
k- 1 [x p k- 1k - Λp k- 1k- 1 ] + ( k- 1öK.

令 Νk = x k - Λk- 1,考虑L yapunov函数

V k = V k - 1 +
1

p - p k + 2
Νp - p k+ 2

k ,

由引理 5得

Vα
k ≤- ∑

k- 2

i= 1
Ν2

i - 2Ν2
k- 1 + Νp - p k- 1+ 1

k- 1 [x p k- 1k -

Λp k- 1k - 1 ] + ( k- 1öK + Νp - p k- 1k x p kk+ 1 +

ûΝp - p k+ 1
k û fθk (xθk ) ( + ∑

k- 1

i= 1

5Λk- 1

5x i
x p ii+ 1 +

∑
k- 1

i= 1

5Λk - 1

5x i
fθ i (xθ i) ( +

5Λk - 1

5y r
M . (7)

类似于式 (4) 和 (5) , 由引理 3 知, 存在光滑函数

Θk2 (xθk , y r, K ) ≥ 0和未知常数 ( k > 0,使得

ûΝp - p k+ 1
k û fθk (xθk ) ( + ∑

k- 1

i= 1

5Λk- 1

5x i
x p ii+ 1 +

∑
k- 1

i= 1

5Λk- 1

5x i
fθ i (xθ i) ( +

5Λk- 1

5y r
M ≤

Νp + 1
k Θk2 (xθk , y r, K ) + ( k öK. (8)

由引理 4知,存在光滑函数Θk1 (xθk , y r, K ) ≥ 0,使得

ûΝp - p k- 1+ 1
k - 1 [x p k- 1k - Λp k- 1k- 1 û ] ≤

Νp + 1
k- 1 + Νp + 1

k Θk1 (xθk , y r, K ). (9)

式 (8) 和 (9) 代入 (7) ,得

Vα
k ≤- ∑

k- 1

i= 1
Νp + 1

i + Νp - p k+ 1
k x p kk+ 1 +

Νp + 1
k (Θk1 (xθk , y r, K ) +

Θk2 (xθk , y r, K ) ) + ( k öK. (10)

取虚拟控制

Λk = - Νk (2 + (Θk1 + Θk2) ) 1öp k =

- Νk Βk (xθk , y r, K ) ,

则式 (10) 可变为

Vα
k ≤- ∑

k- 1

i= 1
Νp + 1

i - 2Νp + 1
k +

Νp - p k+ 1
k (x p kk+ 1 - Λp kk ) + ( k öK.

　　第 n步　定义Νn = x n - Λn- 1,取L yapunov函

数

V n = V n- 1 +
Νp - p n+ 2

n

p - p n + 2
,

利用上述递推方法易得

Vα
n ≤- ∑

n

i= 1

Νp + 1
i + Νp - p n+ 1

n g ( t) up n +

Νp + 1
n (1 + Θn1 (õ) + Θn2 (õ) ) + ( nöK.

其中: Θn1 (õ) 和Θn2 (õ) 是已知的非负光滑函数, ( n是

未知的正常数. 选择如下光滑自适应控制律:

　
u = # ΝnN (ς) (1 + Θn1 (õ) + Θn1 (õ) ) 1öp n ,

ςα= ΚΝp + 1
n (1 + Θn1 (õ) + Θn2 (õ) ).

(11)

其中 # > 0和 Κ> 0是设计常数. 则有

Vα
n ≤- ∑

n

i= 1
Νp + 1

i +
# p n

Κ g ( t)N p n (ς) ςα+

ςαöΚ+ ( nöK. (12)

至此便完成了控制器的设计.

定理1　如果假设1～ 假设4成立,将上述控制

器设计程序应用于系统 (1) , 则对任意的初始条件,

闭环系统的所有信号在区间 [ 0,∞) 上有界. 另外,

适当调整设计参数, 可使输出跟踪误差在有限时间

后变得适当小.

证明　本文设计的控制器是光滑的,所以闭环

系统的解在区间[ 0, tf ) 上有定义. 根据引理 1,令

　　　a = (p + 1)
Νp - p k+ 2

k

p - p k + 2
,

　　　b =
p k - 1

p - p k + 2
,m =

p + 1
p - p k + 2

,

可得

(p + 1)
Νp - p k + 2

k

p - p k + 2
≤ Νp + 1

k +
p k - 1

p - p k + 2
.

(13)

所以式 (12) 可变为

Vα
n ≤- (p + 1)V n +

# p n

Κ g ( t)N p n (ς) ςα+
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ςα

Κ +
( n

K
+ ∑

n

i= 1

p i - 1
p - p i + 2

. (14)

由式 (14) 得

0≤V n ( t) ≤

V n (0) +
1
Κe- (p + 1) t∫

t

0
(# p ng (Σ)N p n (ς) +

1) ςαe (p + 1) ΣdΣ+ e- (p + 1) t∫
t

0

( n

K
+

∑
n

k= 1

p k - 1
p - p k + 2

e (p + 1) ΣdΣ. (15)

因为 ( n 是常数,所以

e- (p + 1) t∫
t

0

( n

K
+ ∑

n

k= 1

p k - 1
p - p k + 2

e (p + 1) ΣdΣ

有界. 由引理7知V ( t) 和ς ( t) 在区间[ 0, tf ) 上有界,

从而闭环系统的状态变量在区间 [ 0, tf ) 上有界. 由

注 1知 tf = ∞,由此可推出虚拟控制律 Λi和控制律

u有界,再由 y r的有界性知 x i是有界的. 由控制器的

设计过程和定理的证明可知,适当调整 # , Κ和K ,可

使跟踪误差 ûy - y rû 在有限时间后变得适当小. □

4　仿真实例
　　考虑如下非线性系统:

xα1 = x 3
2 + x 1ed ( t) x 1 , xα2 = g ( t) u 3, y = x 1.

其中: ûd ( t) û ≤Η, Η≥ 0是未知常数,时变参数 g ( t)

在未知闭区间 I = [ l- , l+ ]内取值,且 0 | I , g ( t) 的

符号 (即控制方向) 是未知的. 控制目标是设计光滑

自适应控制律, 使得系统的输出能够跟踪参考信号

y r ( t) , ûy r ( t) û ≤M , ûyαr ( t) û ≤M ,M ≥ 0是未知常

数.

图 1　参考信号 y r 和闭环系统输出 y

图 2　跟踪误差 ûy - y rû

图 3　自适应参数 ς

图 4　状态 x2

　　仿真时取d ( t) = sin ( t) , g ( t) = 1 + 0. 5sin ( t) ;

初始条件 x 1 (0) = 1, x 2 (0) = 1, ς (0) = 0;设计参数

# = 1, Κ= 1, K = 10; y r = sin (0. 1t). 仿真结果如图

1～ 图 4所示,可以看出控制效果良好.

5　结　　论
　　本文针对一类控制方向未知且有不可控不稳定

线性化的不确定本质非线性系统,应用N u ssbaum 2
type 增益技术和A dding a pow er in tegra to r 递推设

计方法,设计了一种鲁棒自适应状态反馈控制器. 设

计过程中仅要求时变不确定性、参考信号及其一阶

导数有界,但其界可以未知. 所设计的控制器能保证

闭环系统所有信号全局一致有界,特别是通过适当

调整控制器设计参数,可使输出跟踪误差在有限时

间后适当小.
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