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跳变双线性随机离散组合系统的保成本分散控制
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摘　要: 研究一类跳变双线性随机离散组合系统的保成本分散控制问题. 首先给出问题可解的充分条件, 然后基于

线性矩阵不等式方法设计保成本分散状态反馈控制律. 理想的保成本分散状态反馈控制器可通过应用现有的软件,

求解一组线性矩阵不等式而得到. 仿真例子说明了该方法的有效性.
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1　引　　言
　　在实际控制问题中,存在许多复杂的控制系统,

如电力系统、经济系统、复杂大工业生产过程、计算

机集成制造等,其中相当一部分是组合系统 1有关
组合系统的控制问题, 尤其是分散控制问题, 受到

了许多学者的关注[1～ 3 ].

跳变系统是一类有多个模态的混杂系统, 它是

描述系统由于元件故障、环境突变等发生结构上变

化较为合适的数学模型. 跳变系统在制造系统、航

天系统、目标跟踪、机器人技术等领域均有应用,因

而引起了研究者的兴趣[4～ 6 ]. 文献[ 6 ]研究了不确定

双线性连续时间状态时滞 Ito 型随机系统的鲁棒状

态反馈控制问题. 然而, 针对跳变双线性随机离散

组合系统的分散控制问题尚未见报道.

本文研究一类跳变双线性随机离散组合系统的

保成本分散控制问题,目的是设计分散状态反馈保

成本控制律, 使得相应的闭环系统鲁棒随机稳定,

且满足保成本性能指标.

2　问题描述
　　设 (8 , F , P ) 是完备概率空间, 其中 8 是样本
空间, F 是由 8 的某些子集构成的Ρ代数. 考虑概率

空间 (8 , F , P ) 上,由以下N 个子系统组成的不确定
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跳变双线性随机离散组合系统 S :

x i (k + 1) =

A i (Γ(k ) , k ) x i (k ) + B i (Γ(k ) , k ) u i (k ) +

∑
q i

l= 1
E il (Γ(k ) ) x i (k )w il (k ) +

∑
N

j = 1
G ij (Γ(k ) , k ) g ij (Γ(k ) , x j (k ) ) ,

x i (0) = x i0, Γ(0) = Γ0, i = 1, 2,⋯,N .

(1)

其中: x i (k ) ∈R n i, u i (k ) ∈R m i分别是第 i个子系统

的状态和输入; w i (k ) = [w i1 (k ) ,⋯,w iqi
(k ) ]Σ ∈

R qi (k ≥ 0) 是相互独立的零均值白噪声序列, 满足

E {w il (k )w il (h ) } = ∆(k - h ) ,

l = 1, 2,⋯, q i, i = 1, 2,⋯,N .

上标 Σ表示转置, E {õ}表示数学期望, Γ(k ) (k ≥ 0)

是取值于有限集 s
-

= {1, 2,⋯, s}上的齐次马尔可夫

链, 转移概率为

P (Γ(k + 1) = ΒûΓ(k ) = Α) = p ΑΒ. (2)

其中: p ΑΒ≥ 0, Π Α, Β∈ s
-

,∑
s

Β= 1
p ΑΒ = 1. 假设w i (k ) ,

x i (0) , Γ(k ) 相互独立,且有

A i (Γ(k ) , k ) = A i (Γ(k ) ) + ∃A i (Γ(k ) , k ) ,

B i (Γ(k ) , k ) = B i (Γ(k ) ) + ∃B i (Γ(k ) , k ) ,

G ij (Γ(k ) , k ) = G ij (Γ(k ) ) + ∃G ij (Γ(k ) , k ).

其中: A i (Γ(k ) ) ,B i (Γ(k ) ) , E il (Γ(k ) ) 和G ij (Γ(k ) ) 是

已 知 的 适 当 维 数 的 实 值 矩 阵; ∃A i (Γ(k ) , k ) ,

∃B i (Γ(k ) , k ) 和 ∃G ij (Γ(k ) , k ) 是未知的时变矩阵,

用于描述系统参数的不确定性; g ij (Γ(k ) , x j (k ) ) 是

未知的向量函数, 表示各子系统间的非线性关联;

x i0 和 Γ0 分别是初始状态和初始模态.

设 系 统 的 不 确 定 性 参 数 ∃A i (Γ(k ) , k ) ,

∃B i (Γ(k ) , k ) 和 ∃G ij (Γ(k ) , k ) 具有如下结构:

[∃A i (Γ(k ) , k ) , ∃B i (Γ(k ) , k ) ] =

M i (Γ(k ) ) F i (Γ(k ) , k ) [N ai (Γ(k ) ) ,N bi (Γ(k ) ) ], (3)

∃G ij (Γ(k ) , k ) = L i (Γ(k ) ) F ij (Γ(k ) , k ) ,N ij (Γ(k ) ).

(4)

其中:M i (Γ(k ) ) ,N ai (Γ(k ) ) ,N bi (Γ(k ) ) ,L i (Γ(k ) ) 和

N ij (Γ(k ) ) 是已知的适当维数的实值矩阵, F i (Γ(k ) ,

k ) 和 F ij (Γ(k ) , k ) 是未知的时变矩阵函数, 满足

　‖F i (Γ(k ) , k )‖≤ 1,‖F ij (Γ(k ) , k )‖≤ 1. (5)

　　对于未知的非线性函数 g ij (Γ(k ) , x j (k ) ) , 作如

下假设:

假设 1　对于固定的系统模态, 存在已知的实

值矩阵W ij (Γ(k ) ) , i, j = 1, 2,⋯,N , Γ(k ) ∈ s
-

,使得

Π Ν∈R n j , Γ(k ) ∈ s
-

,有

‖g ij (Γ(k ) , Ν)‖≤‖W ij (Γ(k ) ) , Ν‖,

i, j = 1, 2,⋯,N . (6)

　　取成本函数

J = ∑
N

i= 1
E ∑
∞

k= 0
[x Σ

i (k )Q i (Γ(k ) ) x i (k ) +

u Σ
i (k )R i (Γ(k ) ) u i (k ) ]ûx i0, Γ0}. (7)

其中: Π Γ(k ) ∈ s
-

, 权矩阵满足 Q i (Γ(k ) ) > 0,

R i (Γ(k ) ) > 0.

定义 1　设 x i (k; x i0, Γ0) 是状态 x i (k ) 从初始状

态 (x i0, Γ0) 出发的轨迹. 如果对于所有满足式 (3)～
(5) 的不确定性参数和满足假设 1的未知非线性函

数, 均有

∑
N

i= 1
E ∑
∞

k= 0
‖x i (k; x i0, Γ0)‖2ûx i0, Γ0 < ∞,

则称系统 S (u i (k ) ≡ 0, i = 1, 2,⋯,N ) 是鲁棒随机

稳定的.

定义 2　考虑系统S 和成本函数 (7). 如果存在

分散控制律 u3
i (k ) 和常数 J 3 > 0,使得闭环系统鲁

棒随机稳定且 J ≤ J 3 ,则称分散控制律 u3
i (k ) 是系

统 S 关于成本函数 (7) 的保成本分散控制律, J 3 是

系统 S 关于成本函数 (7) 的一个保成本性能指标.

如下定理给出了系统 S 存在关于成本函数 (7)

的保成本分散控制律的充分条件.

定理1　考虑系统S 和成本函数 (7). 如果存在

分散状态反馈控制律

u i (k ) = K i (Γ(k ) ) x i (k ) , i = 1, 2,⋯,N , (8)

使得对于所有满足式 (3)～ (5) 的不确定性参数和

满足假设 1的未知非线性函数,下列条件成立:

∑
N

i= 1
{[ (A i (Α, k ) + B i (Α, k ) K i (Α) ) x i (k ) +

∑
N

j= 1
G ij (Α, k ) g ij (Α, x j (k ) ) ]

Σ
Pϖi (Α) ×

[ (A i (Α, k ) + B i (Α, k ) K i (Α) ) x i (k ) +

∑
N

j= 1
G ij (Α, k ) g ij (Α, x j (k ) ) ] - x Σ

i (k ) P i (Α) x i (k ) +

∑
qi

l= 1
x Σ

i (k ) E Σ
il (Α) Pϖi (Α) E il (Α) x i (k ) +

x Σ
i (k ) [Q i (Α) + K Σ

i (Α)R i (Α) K i (Α) ]x i (k ) } < 0.

　　　Π Α∈ s
-

, i = 1, 2,⋯,N . (9)

其中

Pϖi (Α) = ∑
s

Β= 1
p ΑΒP i (Β) , P i (Β) > 0,

Π Β∈ s
-

, i = 1, 2,⋯,N .

则控制律 (8) 是系统 S 关于成本函数 (7) 的保成本

分散控制律,且系统S 关于成本函数 (7) 的一个保成

本性能指标为
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　J 3 = ∑
N

i= 1
E {x Σ

i0P i (Γ0) x i0}, i = 1, 2,⋯,N . (10)

　　证明　在分散状态反馈控制律 (8) 作用下,系

统 S 的闭环系统 S c由如下子系统组成:

x i (k + 1) =

[A ci (Γ(k ) ) + ∃A ci (Γ(k ) , k ) ]x i (k ) +

∑
qi

l= 1
E il (Γ(k ) ) x i (k )w il (k ) +

∑
N

j= 1
G ij (Γ(k ) , k ) g ij (Γ(k ) , x j (k ) ). (11)

其中

A ci (Γ(k ) ) = A i (Γ(k ) ) + B i (Γ(k ) ) K i (Γ(k ) ) ,

∃A ci (Γ(k ) , k ) =

∃A i (Γ(k ) , k ) + ∃B i (Γ(k ) , k ) K i (Γ(k ) ).

取L yapunov函数

V (x (k ) , Γ(k ) ) =

∑
N

i= 1
x Σ

i (k ) P i (Γ(k ) ) x i (k ) , (12)

其中: Γ(k ) ∈ s
-

, x = [x Σ
1　x Σ

2　⋯　x Σ
N ]Σ. 则沿闭环

系统 S c 的轨迹, 函数V (x (k ) , Γ(k ) ) 的前向一阶差

分在 x (k ) 和 Γ(k ) = Α下的数学期望为
∃V : =

∑
N

i= 1
{[ (A ci (Α) + ∃A ci (Α, k ) ) x i (k ) +

∑
N

j= 1
G ij (Α, k ) g ij (Α, x j (k ) ) ]

Σ
Pϖi (Α) ×

[ (A ci (Α) + ∃A ci (Α, k ) ) x i (k ) + ∑
N

j= 1
G ij (Α, k ) ×

g ij (Α, x j (k ) ) ] - x Σ
i (k ) P i (Α) x i (k ) +

∑
qi

l= 1

x Σ
i (k ) E Σ

il (Α) Pϖi (Α) E il (Α) x i (k ) }. (13)

由不等式 (9) 得

∃V < - ∑
N

i= 1
x Σ

i (k )R
�

i (Α) x i (k ) , (14)

其中

R� i (Α) = Q i (Α) + K Σ
i (Α)R i (Α) K i (Α) (> 0).

记 Κ: = m in
1≤i≤N , Α∈ s

-

{Κm in (R� i (Α) ) } > 0,则

E {V (x (k + 1) , Γ(k + 1) ) ûx (k ) , Γ(k ) } -

V (x (k ) , Γ(k ) ) < - Κ∑
N

i= 1
‖x i (k )‖2. (15)

根据条件数学期望的性质,可得

E {E {V (x (k + 1) , Γ(k + 1) ) ûx (k ) , Γ(k ) }} =

E {V (x (k + 1) , Γ(k + 1) ) }.

于是

E {V (x (T ) , Γ(T ) ) - V (x (0) , Γ0) } =

∑
T - 1

k= 0
E {E {V (x (k + 1) , Γ(k + 1) ) ûx (k ) , Γ(k ) } -

V (x (k ) , Γ(k ) ) } < - Κ∑
N

i= 1
∑
T - 1

k= 0
E {‖x i (k )‖2},

　　　Π T ≥ 1, i = 1, 2,⋯,N . (16)

式 (16) 两边取条件数学期望 E {õ ûx (0) , Γ0},得

(0≤) E {V (x (T ) , Γ(T ) ) ûx (0) , Γ0} <

E {V (x (0) , Γ0) } - Κ∑
N

i= 1
∑
T - 1

k= 0
E {‖x i (k )‖2ûx i0, Γ0},

　　　　　Π T ≥ 1, i = 1, 2,⋯,N .

令 T →∞,得

∑
N

i= 1
∑
∞

k= 0

E {‖x i (k )‖2ûx i0, Γ0}≤

1
ΚE {V (x (0) , Γ0) } < ∞. (17)

根据定义 1, 闭环系统 S c 是鲁棒随机稳定的. 由条

件数学期望的平滑性进一步可得

E {E {V (x (k + 1) , Γ(k + 1) ) ûx (k ) ,

Γ(k ) }ûx (0) , Γ0} =

E {V (x (k + 1) , Γ(k + 1) ) ûx (0) , Γ0}.

利用这一关系式,可得

∑
N

i= 1
E {∑

T - 1

k= 0
[x Σ

i (k )Q i (Γ(k ) ) x i (k ) +

uΣ
i (k )R i (Γ(k ) ) u i (k ) ]ûx i0, Γ0} <

E {V (x (0) , Γ0) }, Π T ≥ 1. (18)

令 T →∞,得

J ≤ E {V (x (0) , Γ0) } = ∑
N

i= 1
E {x Σ

i0P i (Γ0) x i0}.

(19)

定理得证. □

注 1　如果系统S 中的初始状态x i0是零均值的

随机变量, E {x i0x Σ
i0} = I ,则

J 3 = ∑
N

i= 1
∑

s

Β= 1
p Γ0Βt r (P i (Β) ) , i = 1, 2,⋯,N .

(20)

　　注 2　若系统S 只有一个模态, 且不含有白噪

声,即E il (Γ(k ) ) = 0, Π i, l,则系统S 可化为文献[ 3 ]

讨论的确定性系统.

注 3　系统 S 可用于描述许多重要的物理系

统, 如制造系统[7 ]等. 不确定性参数 ∃A i (Γ(k ) , k ) ,

∃B i (Γ(k ) , k ) , ∃G ij (Γ(k ) , k ) 和未知的非线性函数

g ij (Γ(k ) , x j (k ) ) 反映了系统S 数学模型中的不精确

性;∑
qi

l= 1
E il (Γ(k ) ) x i (k )w il (k ) 可看作第 i个子系统的

随机扰动.
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3　主要结果
　　下面给出系统S 关于成本函数 (7) 的保成本分

散状态反馈控制律的设计方法.

定理 2　考虑系统S 和成本函数 (7). 如果Π Α
∈ s

-
,存在常数 Εi (Α) > 0, Εij (Α) > 0,矩阵 X i (Α) >

0, Y i (Α) , i, j = 1, 2,⋯,N , 使得如下线性矩阵不等

式对于每个 Α∈ s
-
均成立:

- X i (Α) 0 H i (Α) X i (Α) Eϖi (Α)

3 ς i (Α) GϖΣ
i (Α) 0

3 3 7 i (Α) 0

3 3 3 - . i

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

→

←

S i (Α) X i (Σ)Q
�Σ

i (Α) Y Σ
i (Α)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

- Εi (Α) I 0 0

3 - I 0

3 3 - R - 1
i (Α)

< 0,

　　　　i = 1, 2,⋯,N . (21)

其中

H i (Α) = (X i (Α)A Σ
i (Α) + Y Σ

i (Α)B Σ
i (Α) )U (Α) ,

U (Α) = [ p Α1 I , p Α2 I ,⋯, p Αs I ],

Eϖi (Α) = [E Σ
i1 (Α)U (Α) ,⋯, E Σ

is (Α)U (Α) ],

ς i (Α) = diag
- I N Σ

i1 (Α)

N i1 (Α) - Εi1 (Α) I
,⋯,

　 　 　
- I N Σ

iN (Α)

N iN (Α) - ΕiN (Α) I
,

. i = diag{X{ i,⋯, X{ i

qi

}, Ρi (Α) = ∑
N

j = 1
Εij (Α) ,

X{ i = diag (X i (1) , X i (2) ,⋯, X i (s) },

Gϖi (Α) = [ [U Σ(Α)G i1 (Α)　0 ],⋯,

[U Σ(Α)G iN (Α)　0 ] ],

7 i (Α) = - X{ i + Εi (Α)U Σ(Α)M i (Α)M Σ
i (Α)U (Α) +

　 　 　 Ρi (Α)U Σ(Α)L i (Α)L Σ
i (Α)U (Α) ,

S i (Α) = X i (Α)N Σ
ai (Α) + Y Σ

i (Α)N Σ
bi (Α) ,

Q�Σ
i (Α)Q

�
i (Α) = ∑

N

j= 1
W Σ

j i (Α)W j i (Α) + Q i (Α) ,

3 表示对称块 1 则当 K i (Α) = Y i (Α)X - 1
i (Α) (Α∈

s
-

) 时,分散状态反馈控制律 (8) 是系统 S 关于成本

函数 (7) 的保成本分散控制律, 且系统 S 关于成本

函数 (7) 的一个保成本性能指标为

J 3 = ∑
N

i= 1
E {x Σ

i0X
- 1
i (Γ0) x i0}, i = 1, 2,⋯,N .

(22)

　　应用定理 1即可证明,此略.

4　仿真例子
　　为证明上述设计方法的有效性,考虑具有两个

模态并由两个子系统组成的系统 S. 设模态间的切

换由马尔可夫链 Γ(k ) 确定, 其转移概率为

p 11 = p 12 = 0. 5, p 21 = 0. 3, p 22 = 0. 7.

系统 S 的其他参数如下:

A 1 (1) =
1 0. 1

0. 1 0. 5
,A 2 (1) =

0. 1 0

0 0. 15
,

B 1 (1) =
1 0

1 1
,B 2 (1) =

0. 1 0. 1

0 0. 1
,

G 11 (1) =
0. 2 0. 1

0. 1 0. 2
, G 21 (1) =

0. 1 0. 1

0. 1 0. 1
,

G 12 (1) = G 22 (1) =
0. 2 0

0 0. 1
,

M 1 (1) =
0. 1 0

0. 1 0. 1
,N a1 (1) =

0. 1 0

0. 1 - 0. 1
,

N b1 (1) =
0. 4 0. 1

- 0. 1 - 0. 1
,M 2 (1) = 0. 1I 2,

N a2 (1) =
0. 1 0. 1

0 - 0. 1
,

N b2 (1) =
0. 1 - 0. 1

0. 1 - 0. 2
,

N 11 (1) =
0. 4 0. 1

0 0. 1
,N 12 (1) =

0 0. 1

0. 1 0
,

N 21 (1) =
0. 1 0

0. 1 0. 3
,N 22 (1) =

0. 1 0. 2

0. 2 0. 1
,

g 11 (1, x 1) = 0. 2x 1 sin (x 11 - x 12) ,

g 22 (1, x 2) = 0. 2x 2co s (x 21 - x 22) ,

g 11 (2, x 1) = 0. 2x 1co s (x 11 + x 12) ,

g 22 (2, x 2) = 0. 2x 2 sin (x 21 + x 22) ,

g 12 (1, x 2) = g 12 (2, x 2) =
0. 1 (sin x 21 - sin x 22)

0
,

g 21 (1, x 1) = g 21 (2, x 1) =
0

0. 1 (sin x 11 - sin x 12)
,

x i = [x Σ
i1　x Σ

i2 ]Σ, i = 1, 2, E 11 (1) = E 21 (1) = 0. 1I 2,

W 11 (1) = W 12 (1) = W 21 (1) = W 22 (1) = 0. 1I 2,

L 1 (1) =
0. 1 0

0 - 0. 1
,L 2 (1) =

0. 1 0. 2

0. 1 0. 1
,

A 1 (2) =
0. 2 0. 1

0. 1 1
,A 2 (2) =

1 0. 05

- 0. 06 1. 1
,

B 1 (2) =
1 0. 1

0. 2 0. 1
,B 2 (2) =

1 0. 3

0. 2 1
,

G 11 (2) =
0. 4 0

0. 1 - 0. 2
, G 12 (2) = 0. 1I 2,

972第 3 期 张小美等: 跳变双线性随机离散组合系统的保成本分散控制



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

G 21 (2) = 0. 3I 2, G 22 (2) =
0. 5 0. 01

0. 01 0. 5
,

M 1 (2) =
0. 1 0. 05

- 0. 02 0. 3
,M 2 (2) =

0. 5 0. 1

0 0. 2
,

N a1 (2) = 0. 1I 2,N b1 (2) =
0 0

0. 1 0. 1
,

N a2 (2) =
0. 2 - 0. 1

0. 1 0. 2
,

N b2 (2) =
0. 1 0

- 0. 1 0. 2
,

N 11 (2) =
- 0. 1 0. 1

0 0. 1
,N 12 (2) =

0. 1 0

- 0. 1 0
,

N 21 (2) =
- 0. 1 0

0 0
,N 22 (2) =

0 0

0 0. 1
,

L 1 (2) = L 2 (2) = 0. 1I 2,

E 11 (2) = 0. 2I 2, E 21 (2) = 0. 3I 2,

W 11 (2) = W 12 (2) = W 21 (2) = W 22 (2) = 0. 2I 2,

Q 1 (1) = Q 2 (1) = Q 1 (2) = Q 2 (2) = 0. 1I 2,

R 1 (1) = R 2 (1) = R 1 (2) = R 2 (2) = I 2.

　　利用M atlab中LM I工具箱求解线性矩阵不等

式 (20) , 得 分 散 状 态 反 馈 控 制 律 u i (k ) =

K i (Γ(k ) ) x i (k ) ( i = 1, 2) 中的增益矩阵为

K 1 (1) =
0. 013 4 0. 068 8

- 0. 031 3 0. 055 5
,

K 2 (1) =
- 0. 056 9 - 0. 007 3

- 0. 025 3 0. 012 3
,

K 1 (2) =
- 0. 046 9 0. 109 9

- 0. 023 9 - 0. 034 3
,

K 2 (2) =
- 1. 060 0 0. 445 9

0. 309 3 - 0. 871 5
.

　　根据定理 2,上述控制律是系统 S 关于成本函

数 (7) 的保成本分散控制. 设马尔可夫链的初始状

态Γ0 = 1,根据注 1,得系统S 关于成本函数 (7) 的一

个保成本性能指标J 3 = 4. 579 5. 在模态 1和模态 2

下,闭环系统的状态响应分别如图 1和图 2所示.

图 1　模态 1下闭环系统的状态响应

图 2　模态 2下闭环系统的状态响应

5　结　　语
　　本文针对一类跳变双线性随机离散组合系统,

提出通过分散状态反馈实现保成本控制. 当系统存

在不确定性时, 该分散控制器能保证闭环系统鲁棒

随机稳定和性能指标不超过某个确定的常数. 利用

L yapunov 稳定性理论, 证明了保成本分散控制器

的设计可转化为线性矩阵不等式的可行解问题.
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