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离散时滞系统的近似最优扰动抑制

唐功友, 孙慧影
(中国海洋大学 信息科学与工程学院, 山东 青岛 266071)

摘　要: 研究了状态变量含有时滞的离散系统在外部扰动下的最优控制问题. 通过引入一个灵敏度参数,将原系统

的最优扰动抑制问题转化为一族不含超前项和时滞项的两点边值问题,并由此导出了最优扰动抑制控制器的迭代近

似设计方法. 得到的最优扰动抑制控制律由解析的前馈2反馈项和伴随向量级数和形式的补偿项组成,截取伴随向量

级数的有限和得到原系统的次优扰动抑制控制律. 数值仿真表明该近似最优控制器对外部持续扰动具有良好的鲁棒

性.
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Abstract: T he op tim al con tro l fo r discrete t im e2delay system s w ith addit ive distu rbances is considered. By in troduc2
ing a sensit ivity param eter, the o riginal op tim al distu rbance reject ion p rob lem is transfo rm ed in to a series of tw o2
po in t boundary value p rob lem s w ithou t delay o r advance term s. A n itera t ive app rox im ate design app roach of the op2
t im al distu rbance reject ion con tro ller is derived. T he op tim al distu rbance reject ion con tro l law obtained consists of

feedfo rw ard and feedback term s and a compensation term that is the sum of the infin ite series of the adjo in t vecto rs.

U sing a fin ite sum of the series of the adjo in t vecto rs gives a subop tim al distu rbance reject ion con tro l law. A sim ula2
t ion examp le show s the op tim al con tro ller designed is robust w ith respect to the addit ive persisten t distu rbances.
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1　引　　言
　　严格地讲,任何系统都存在时滞现象. 时滞系统

的最优控制问题是较重要的研究领域,所以一直受

到科技工作者的重视[1, 2 ]. 虽然离散时滞系统可以

通过扩维方法将原系统等效为无时滞的高阶系统,

但对于时滞较大或阶数较高的系统,其最优控制律

设计的计算量将按几何指数规律增长,即导致所谓

“维数灾难”问题. 因此,扩维方法仅适合于时滞不大

且原系统阶数较小的系统.

　　一般的系统都是在外界持续干扰力作用下工作

的. 除了完全未知动态的外部扰动外,还有一类已知

动态特性 (但可能未知初始条件)的外部扰动. 如阶

跃扰动,斜坡扰动,正弦扰动和周期扰动等. 具有这

类扰动的系统有广泛的应用背景. 例如对于飞机飞

行振动控制系统,机翼承受的风剪应力的干扰[3 ]; 海

洋结构物承受风力或规则波海浪的正弦干扰力作

用[4 ]等. 如果用无扰动的初值问题最优控制方法设

计受扰系统,得到的控制律不是最优的,且设计的控
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制律对外部扰动影响的鲁棒性较差[5 ]. 因此研究在

外界持续扰动力作用下系统的最优控制问题有非常

重要的理论与实际意义.

　　对时滞系统直接求二次型性能指标的最优控

制,其最优线性调节器问题往往导致求解既含有时

滞项又含有超前项的两点边值问题[2 ]. 该问题无论

求精确解还是数值解都较为困难,因此人们不断寻

求近似最优控制策略以避免求最优控制律的困难.

在时滞系统和非线性系统最优控制近似方法研究方

面, 近年来取得了若干成果. 常见的方法包括求解

H am ilton2jacob i2bellm an ( HJB ) 方 程 的 逐 次

Galerk in 逼近方法[6 ]和状态依赖 R iccat i方程的迭

代方法[7 ]等. 这些方法都是要迭代求解矩阵HJB 方

程. 最近 T ang 等[2, 8 ]提出了一种逐次逼近方法, 该

方法只需迭代求解伴随向量方程,避免了求解矩阵

HJB 方程的麻烦.

本文研究了状态变量含有时滞的线性离散系统

在外部扰动下的最优控制问题,提出一种最优扰动

抑制控制器的迭代近似设计方法. 引进一个灵敏度

参数并在其原点附近展开M aclau rin 级数, 将原系

统的最优扰动抑制问题简化为求解一个无时滞最优

控制律的无穷级数问题,并证明用此近似方法设计

最优扰动抑制控制器存在的唯一性,由此导出受扰

线性离散时滞系统最优扰动抑制的迭代设计算法.

数值仿真表明该近似设计方法对外部持续扰动具有

良好的鲁棒性.

2　问题描述
　　考虑下列带扰动的离散时滞系统:

　　x (k + 1) = A x (k ) + A 1x (k - Σ) +

B u (k ) + D v (k ) ,

　　x (k ) = <(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0. (1)

其中: x ∈ R n 是状态变量; u ∈ R r 是控制输入; v ∈

R m 为外部扰动; A ,A 1,B ,D 是具有适当维数的常量

矩阵; Σ> 0是正整数时滞项; <(k ) 是初始函数向量.

假设 v 的动态特性由外系统

v (k + 1) = Gv (k ) (2)

确定,其中G是m ×m 常量矩阵. 假设矩阵G的特征

值 z i (G ) 满足

ûz i (G ) û ≤ 1, i = 1, 2,⋯,m , (3)

且在单位圆上的特征值为矩阵G的最小多项式的单

根.

注 1　假设 (3) 表明,外系统 (2) 是稳定的但不

一定是渐近稳定的. 对于无限时域性能指标的最优

控制问题, 假设 (3) 是必要的. 否则, 扰动分量中将

至少有一个趋向于无穷大, 无限时域性能指标的最

优控制的性能指标将趋向于无穷大.

对于矩阵G 至少有一个单位特征值时,持续外

部扰动 v 将趋向于等幅振荡,其状态向量 x 和控制

向量 u 至少有一个不趋于零, 从而对系统的最优控

制问题,如果选择通常的无限时域二次型性能指标,

其性能指标函数是不收敛的. 在这种情况下,一般可

选取如下形式的平均二次型性能指标:

J = lim
N →∞

1
N ∑

N

k= 0
[x T (k )Q x (k ) +

uT (k )R u (k ) ]1 (4)

其中: Q ∈ R n×n 是半正定矩阵, R ∈ R r×r 是正定矩

阵. 对于外系统 (2) 为渐近稳定的情形,可选取常规

的无限时域二次型性能指标

J = ∑
∞

k= 0
[x T (k )Q x (k ) + uT (k )R u (k ) ], (5)

系统的最优控制问题是寻找最优控制律u3 (k ) ,使J

在约束 (4) 或 (5) 下取最小值. 对于由 (4) 和 (5) 描

述的性能指标而言, 其最优控制律的形式和推导过

程是相同的.

系统 (1) 关于性能指标 (4) 或 (5) 的最优控制问

题的必要条件导致求解下列两点边值问题:

　　x (k + 1) = A x (k ) + A 1x (k - Σ) -

B R - 1B T Κ(k + 1) + D v (k ) ,

　　Κ(k ) = Q x (k ) + A T Κ(k + 1) +

A T
1 Κ(k + Σ+ 1) ,

　　x (k ) = <(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

　　Κ(∞) = 0. (6)

　　系统的最优控制律可以用下式描述:

u3 (k ) = - R - 1B T Κ(k + 1). (7)

　　注 2　问题 (6) 是一个既含有共态向量超前项

Κ(k + Σ+ 1) 和状态向量时滞项 x (k - Σ) 又含有外

部扰动向量 v (k ) 的非齐次两点边值问题,对这一问

题无论是求精确解还是求数值解都是非常困难的.

因此, 研究这类系统最优控制问题的近似解是很有

意义的课题.

3　前馈 2反馈最优控制器的设计
　　针对系统 (1) 关于性能指标 (4) 或 (5) 的最优

控制问题提出一种利用级数和近似求解前馈 2反馈
最优控制的灵敏度设计方法. 仿效 (6) 和 (7) 构造下

列含有灵敏度参数 Ε的两点边值问题:

x (k + 1, Ε) = A x (k , Ε) + ΕA 1x (k - Σ, Ε) -

　 　　　　　B R - 1B T Κ(k + 1, Ε) + D v (k ) ,

Κ(k , Ε) = Q x (k , Ε) + A T Κ(k + 1, Ε) +

　　 　　ΕA T
1 Κ(k + Σ+ 1, Ε) ,

x (k , Ε) = <(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

Κ(∞, Ε) = 0 (8)

和控制律
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u (k , Ε) = - R - 1B T Κ(k + 1, Ε). (9)

其中 0≤ Ε≤ 1是与 k 无关的实标量灵敏度参数. 显

然,两点边值问题 (8) 和控制律 (9) 在 Ε= 1处的解

分别等价于原最优控制问题的两点边值问题 (6) 和

最优控制律 (7). 假设 u (k , Ε) , x (k , Ε) , Κ(k , Ε) 在 Ε=

0处关于Ε无限可微,则它们关于Ε的M aclau rin级数

展开式为

u (k , Ε) = ∑
∞

i= 0

Εi

i!
u

( i) (k ) ,

x (k , Ε) = ∑
∞

i= 0

Εi

i!
x

( i) (k ) ,

Κ(k , Ε) = ∑
∞

i= 0

Εi

i!
Κ( i) (k ). (10)

其中 ( i) 表示在Ε= 0处关于Ε的 i阶偏导数. 在以下

的讨论中,总是假设上述各级数在 Ε= 1处收敛. 将

式 (10) 代入 (8) ,并令等式两边无穷级数和中 Ε的同
次项对应相等,可得以下两点边值问题族:

x
(0) (k + 1) =

A x
(0) (k ) - B R - 1B T Κ(0) (k + 1) + D v (k ) ,

Κ(0) (k ) = Q x
(0) (k ) + A T Κ(0) (k + 1) ,

x
(0) (k ) = <(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

Κ(0) (∞) = 0 (11)

和

x
( i) (k + 1) =

A x
( i) (k ) - B R - 1B T Κ( i) (k + 1) +

iA 1x
( i- 1) (k - Σ) ,

Κ( i) (k ) = Q x
( i) (k ) + A T Κ( i) (k + 1) +

　　　 　iA T
1 Κ( i- 1) (k + 1 + Σ) ,

x
( i) (k ) = 0, k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

Κ( i) (∞) = 0, i = 1, 2,⋯1 (12)

将式 (10) 代入 (9) ,可以得到控制项 u
( i) 的表达式为

u
( i) (k ) = - R - 1B T Κ( i) (k + 1) ,

i = 0, 1,⋯. (13)

原问题的最优控制律 u 3 (k ) 可以通过计算出

u
( i) (k ) ,由 u (k , 1) 的无限和得到,即

u 3 (k ) = u (k , 1) = ∑
∞

i= 0

1
i!

u
( i) (k ) 1 (14)

　　注 3　由 (11) 和 (12) 描述的两点边值问题族

在第 i次迭代式中只包含了第 i - 1次迭代的时滞项

和超前项. 其中第 i - 1次各项在第 i次迭代式中是

已知的激励项, 所以它是一族既无超前项又无时滞

项的两点边值问题族.

对原最优控制问题导致的由式 (11) 和 (12) 描

述的两点边值问题族及由此得到的最优控制律, 给

出以下结果:

定理 1　考虑由式 (1) , (2) 描述的受扰离散时

滞系统关于性能指标 (4) 或 (5) 的最优控制问题. 假

设 (A ,B ) 完全可控, (A , C ) 完全可观测,这里C为满

秩矩阵,由Q = C TC 定义,则前馈 2反馈最优控制律
存在且唯一. 最优控制律可表示为

u3 (k ) = - SB T [PA x (k ) + PA 1x (k - Σ) +

(PD + P 1G ) v (k ) +

∑
∞

i= 1

1
i!

g i (k + 1) ]. (15)

其中: S = (R + B TPB ) - 1; P 是下列R iccat i矩阵方

程的唯一正定解:

A T P TA - P + Q = 0, (16)

T = I - B SB T P ; P 1 是下列 Stein 矩阵方程的唯一

解:

A T T TP 1G - P 1 = - A T P TD. (17)

　　第 i阶伴随向量 g i 由下式求得:

g i (k ) =

∑
∞

m = 0

[A TT T ]m [ iA T P TA 1x
( i- 1) (k - Σ+ m ) +

iA T
1 P x

( i- 1) (k + 1 + Σ+ m ) +

iA T
1 g i- 1 (k + 1 + Σ+ m ) ],

　　　　　　i = 1, 2,⋯1 (18)

　　第 i阶状态向量 x
( i) 由下列状态方程确定:

x
(0) (k + 1) =

TA x
(0) (k ) + (TD - B SB TP 1G ) v (k ) ,

x
(0) (k ) = <(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

x
( i) (k + 1) =

TA x
( i) (k ) - B SB T g i (k + 1) +

iTA 1x
( i- 1) (k - Σ) ,

x
( i) (k ) = 0, k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

　　　　　i = 1, 2,⋯. (19)

　　证明　首先讨论u
(0) (k ) 的求法. 当 i = 0时,令

Κ(0) (k ) = P x
(0) (k ) + P 1v (k ) , (20)

由式 (13) 和 (20) 并考虑到 (11) 的第 1式和 (2) ,可

以得到

u
(0) (k ) =

- SB T [PA x
(0) (k ) + (PD + P 1G ) v (k ) ]. (21)

再由式 (11) 第 1 式及 (21) , (13) , 得到 (19) 的第 1

式. 将 (19) 的第 1式代入 (20) ,得到

Κ(0) (k + 1) =

P TA x
(0) (k ) + T T (PD + P 1G ) v (k ). (22)

将 (22) 代入 (11) 的第 2式,得到

Κ(0) (k ) = (Q + A TP TA ) x
(0) (k ) +

A T T T (PD + P 1G ) v (k ). (23)

　　 比较式 (20) 和 (23) 的右边, 考虑到对任意的

x
(0) (k ) 和 v (k ) ,式 (23) 均成立,从而可以得到求解
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矩阵 P 和 P 1的R iccat i矩阵方程 (16) 和 Stein 矩阵

方程 (17). 由 (A ,B ) 完全可控和 (A , C ) 完全可观测

的假设条件可知,代数R iccat i方程 (16) 有唯一正定

解 P. 可以知道[9 ] ,对具有适当维数的已知矩阵Aϖ,Bϖ

和 # , Stein矩阵方程BϖX AϖT - X = # 有唯一解X 的

充分必要条件是

Κi (Aϖ) Κj (Bϖ) ≠ 1,

i = 1, 2,⋯,m , j = 1, 2,⋯, n.

　　 由线性离散系统最优控制理论可知, 矩阵 TA

是渐近稳定的,即

ûΚi (TA ) û = ûΚi (A T T T ) û < 1,

i = 1, 2,⋯, n. (24)

又根据已知条件 (3) 有

Κi (A T T T ) Κj (G ) ≠ 1,

i = 1, 2,⋯, n , j = 1, 2,⋯, n. (25)

所以 Stein 矩阵方程 (17) 有唯一解 P 1.

下面递推计算 u
( i) (k ) ( i = 1, 2,⋯). 令

Κ( i) (k ) = P x
( i) (k ) + g i (k ) , (26)

由式 (12) 的第 1式, (13) 和 (26) ,得到

u
( i) (k ) =

- SB T [PA x
( i) (k ) +

iPA 1x
( i- 1) (k - Σ) + g i (k + 1) ], (27)

再由式 (12) 的第 1式, (13) 和 (27) 得到 (19) 的第 3

式. 将 (19) 的第 3式代入 (26) ,得到

Κ( i) (k + 1) =

P TA x
( i) (k ) + T Tg i (k + 1) +

iP TA 1x
( i- 1) (k - Σ). (28)

由式 (12) 的第 2式和 (26) , (28) 得到

Κ( i) (k ) =

Q x
( i) (k ) + A T [P TA x

( i) (k ) + T T g i (k + 1) +

iP TA 1x
( i- 1) (k - Σ) ] + iA T

1 [P x
( i- 1) (k +

1 + Σ) + g i- 1 (k + 1 + Σ) ]. (29)

由式 (26) , (29) 两式右边相等并注意 (16) 得到 i阶

伴随向量差分方程

g i (k ) =

A T T T g i (k + 1) + iA T P TA 1x
( i- 1) (k - Σ) +

iA T
1 P x

( i- 1) (k + 1 + Σ) +

iA T
1 g i- 1 (k + 1 + Σ). (30)

同时应该注意到系统 (1) 中存在由 (2) 确定的持续

扰动 v (k ) ,且 lim
k→∞

v (k ) 可能不为零或不存在 (如 v (k )

可能趋于等幅震荡). 但因为外系统 (2) 是稳定的

(未必是渐近稳定的) ,所以lim
k→∞

v (k ) 一定是有界的.

由最优控制理论可知, 无限时域最优控制闭环系统

是渐近稳定的, 所以当 v (∞) ≠ 0 时, x
( i) (∞) 一定

是有界的. 由 (12) 的最后 1式及 (26) 得

g i (∞) = - P x
( i) (∞) , (31)

从而有

lim
k→∞
‖g i (k )‖ < Γ, (32)

其中 Γ是某个与 v (∞) 相关的正常数. 对 (30) 求反

向差分可以得到

g i (k ) =

lim
k→∞

(A TT T )m g i (m ) +

∑
∞

m = 0

(A TT T ) m [ iA T P TA 1x
( i- 1) (k - Σ+ m ) +

iA T
1 P x

( i- 1) (k + 1 + Σ+ m ) +

iA T
1 g i- 1 (k + 1 + Σ+ m ) ]. (33)

注意到式 (24) 有

lim
k→∞

(A TT T )m = 0. (34)

从而可以得到如 (18) 描述的第 i阶伴随向量的解.

再将 (21) 和 (27) 代入 (14) 得到系统 (1) 的前馈 2反
馈最优控制律 (15). □

4　前馈 2反馈最优控制器的近似算法
　　在实际控制系统的前馈 2反馈最优控制律设计

中,∑
∞

i= 1

1
i!

g i (k + 1) 几乎是不可能精确求出的,只能

在最优控制律 (15) 最后一项中截取级数的前M 项

和来近似其精确最优控制律,得到系统 (1) 的M 阶

前馈 2反馈次优控制律
uM (k ) =

- SB T [PA x (k ) + PA 1x (k - Σ) +

(PD + P 1G ) v (k ) + ∑
M

i= 1

1
i!

g i (k + 1) ]. (35)

由式 (35) 可知,等号右边的前 3项是最优控制组成

部分的精确解, 近似解只是第 4 项. 所以, 如果第 4

项数值相对较小或 g i 衰减较快,则次优控制律 (35)

在较小的迭加次数M 时就可以逼近最优控制. 由

(35) 可以得到求解M 阶次优跟踪控制律的递推算

法

　u 0 (k ) = - SB T [PA x (k ) + PA 1x (k - Σ) +

(PD + P 1G ) v (k ) ],

　u i (k ) = u i- 1 (k ) -
1
i!

SB T g i (k + 1) ,

　　　　　i = 1, 2,⋯,M . (36)

　　针对具体系统,求取级数近似解的项数M 可以

根据一定的误差标准确定. 下面根据性能指标的相

对精度标准给出一种求解M 阶次优跟踪控制律的

实用算法:

算法 1　 (次优跟踪控制律 (36) 的计算过程)

Step 1: 分别由式 (16) 和 (17) 求出 P 和 P 1,给

定 Ρ> 0 , 由 ( 3 6 ) 的第1式得到u 0 ( k ) , 令 i = 0 ,
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表 1　迭代次数 i和对应的性能指标 J i及控制精度

i 0 1 2 3 4 5 6

J i 172. 70 117. 06 109. 47 109. 16 108. 90 108. 87 108. 87

J i- 1 - J i

J i
- 0. 475 0. 069 0. 003 0. 002 0. 000 3 0

J - 1 = ∞;

Step 2: 将 u i (k ) 代入系统 (1) 得到闭环系统的

状态向量 x (k ) , J i 为

J i = ∑
∞

k= 0
[x T (k )Q x (k ) + uT

i (k )R u i (k ) ]; (37)

　　Step 3: 若 û (J i- 1 - J i) öJ iû < Ρ,则令M = i,输

出 uM (k ) ,结束,否则转至 Step 4;

Step 4: 令 i = i + 1,由 (18) 求出 g i (k ) ,代入

(36) 求出 u i (k ) ,转至 Step 2.

5　实例仿真
　　 考虑由系统 (1) 描述的二阶离散时滞系统, 其

中

图 1　仿真曲线

　　　A =
0. 9 0. 1

0. 2 1
,A 1 =

0 0

- 0. 3 0. 1
,

B =
0

0. 2
,D =

0. 8 0

0 0. 2
, Σ= 4,

x (k ) = [ 0　0 ]T , k = - 4, - 3,⋯, 0.

　　扰动由外系统 (2) 描述,其中

G =
0. 6 0. 745

- 0. 5 0. 8
, v (0) = [ 0　2 ]T.

选取性能指标 (5) ,其中Q = I , R = 1.

　　图 1给出仿真曲线,表 1给出了不同迭代次数

对应的性能指标值及控制精度. 从图 1 和表 1 中可

以看出随着迭代次数增加, 前馈 2反馈次优控制的
性能不断提高. 表1中的数据显示J 0 > J 1 > J 2 > ⋯

> J 6, 即性能指标值随着迭代次数增加而减小, 并

趋于一个稳定的最优性能指标 J 3 . 若预先取定 ∆ =

0. 01,则有 û (J 2 - J 3) öJ 3û = 0. 003 < ∆. 当 i = 3时,

J 3满足控制精度要求. 因此可以认为 u3 (k ) 为最优

控制律.

6　结　　论
　　本文对在外部确定扰动下状态变量含有时滞的

离散线性系统提出了一种最优扰动抑制的近似设计

方法. 给出了近似最优扰动抑制控制器的设计过程,

并给出了一种实际的次优扰动抑制控制器设计的有

效算法. 仿真结果表明近似最优控制律算法实现简

单,收敛于最优控制的速度较快,设计的扰动抑制控

制器对外部持续扰动具有良好的鲁棒性.
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供应链时滞内, 这种对订货价格的敏感性表现产品

供给定价的非线性机制. 而且,随着 E s 的增大,相图

的满映射减少,导致混沌运动的相空间拉伸、压缩和

折叠机制减缓,预测效果会越来越好. 在 ûE d û > E s

条件下, 上游企业产品供应量对产品订货价格敏感

程度小于下游企业需求量对上游企业供给价格的敏

感程度,所以,产品供给定价对供给价格弹性和需求

价格弹性具有较强的敏感依赖性. 产品供给价格对

初始状态引入的不确定性具有放大作用, 系统状态

的相邻轨迹随时间偏离的程度增大,最大L yapunov

指数较大,混沌价格预测的精度较低. 同理,随着 E s

的增大,最大L yapunov 指数越来越小,混沌价格预

测的精度越来越高. 混沌吸引子作为混沌系统的特

征之一,体现了混沌系统的规律性. 利用混沌吸引子

规则的、有形的轨迹进行短期预测不仅可以避免预

测的人为主观性,而且能够提高预测的精度和可信

度.
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