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输入非线性系统的两步法预测控制的鲁棒稳定性
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摘　要: 针对具有不确定性和输入饱和约束的H amm erstein 模型,采用两步法预测控制器,首先不考虑约束、非线性

和不确定性,得到一个期望的中间变量. 然后通过求解非线性代数方程组来处理非线性并通过解饱和来满足约束. 采

用L yapunov方法得到了指数稳定条件,并给出了吸引域的计算和调整方法. 最后通过仿真实例验证了稳定性结果.
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Abstract: Fo r H amm erstein modelw ith uncerta in ty and inpu t satu rat ion constra in t, a tw o2step model p redict ive con2
t ro l techn ique is adop ted. T he first step calcu la tes a desired in term ediate variab le w ithou t considering the constra in t,

non linearity and uncerta in ty. T he second step deals w ith non linearity by so lving non linear algebraic equations and

satisfies constra in t by desatu rat ion. L yapunov m ethod is app lied to ob tain the exponen tia l stab ility condit ions, w ith

the app roaches fo r calcu la t ing and tun ing the dom ain of attract ion given. T he stab ility resu lts are validated w ith a

sim ulation examp le.
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1　引　　言
　　文献[ 1, 2 ]研究了具有H amm erstein 非线性和

输入饱和约束的两步法预测控制 (T SM PC)系统的

稳定性,其中假设线性子系统为标称系统. [ 3 ]讨论

了线性子系统为不确定系统时的 T SM PC. 在 T SM 2
PC 中,首先应用线性子模型计算一个期望的中间变

量,然后通过求解非线性代数方程组和解饱和来获

得实际控制输入. 因此, T SM PC 具有计算简单的优

点. 对于一个实际系统,输入非线性的来源是多方面

的, [ 1～ 3 ]不仅考虑了NA EG 求解误差,还考虑了

输入静态不确定性. 定义了闭环系统的滞留非线性

项,并计算了非线性项的界,在设计参数调整中,此

界也随之改变. [ 4 ]也研究了输入非线性控制系统的

鲁棒稳定性,但在参数调节前不确定性的界已经给

出. [ 5 ]对 H amm erstein 模型采用了在优化中同时

考虑非线性和约束的做法,这些做法与 T SM PC 相

比计算较大[6 ].

　　本文进一步研究了不确定系统的 T SM PC 稳定

性, 其中与文献 [ 3 ]不同的是采用了系统的多包描

述,因此能获得更好的稳定性结果, 给出更大的吸

引域.

2　输入非线性系统的 TSM PC
　　考虑如下系统:

　　　　x (k + 1) = A (k ) x (k ) + B v (k ) ,
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v (k ) = <(u (k ) ). (1)

其中: x ∈Rn, v ∈Rm 和 u∈Rm 分别是可测状态、

中间变量和输入; <表示输入和中间变量之间的关
系,包含H amm erstein 非线性 f 和输入饱和约束环

节 sa t i ( i = 1,⋯,m ) ,即 <= f sa t,且 <(0) = 0. 假设

A (k ) = A 0 + ∃A ∈C o{A 1,A 2,⋯,A L }, (2)

其中A 0代表标称系统,即存在L 个非负系数Ξl使得

∑
L

l= 1
Ξl = 1,A (k ) = ∑

L

l= 1
ΞlA l, (3)

称式 (2) 和 (3) 为系统矩阵A (k ) 的多包描述,相应

地,系统 (1) 和 (2) 为多包描述系统.

T SM PC 第 1 步考虑 x (k + 1) = A 0x (k ) +

B v (k ) ,定义如下目标函数:

J =

∑
N - 1

j= 0
[‖x (k + j ûk )‖2

Q + ‖v (k + j ûk )‖2
R ] +

‖x (k + N ûk )‖2
QN

. (4)

其中:对任意Η和7 ,‖Η‖7 : = ΗT 7 Η; Q = Q T≥0和

R > 0是状态和中间变量加权矩阵; QN ≥ 0为终端

状态加权矩阵. 采用下面的R iccat i迭代:

　　　P j = Q + A T
0 P j + 1A 0 - A T

0 P j + 1B (R +

B T P j + 1B ) - 1B T P j+ 1A 0,

　　　j < N , P N = Q N , (5)

可获得预测控制律为

v (k ) = - (R + B T P 1B ) - 1B TP 1A 0x (k ). (6)

但式 (6) 中的 v (k ) 不一定能通过实际控制输入实

现,故将其表示为

vL (k ) = K x (k ) =

- (R + B T P 1B ) - 1B TP 1A 0x (k ). (7)

　　T SM PC 第 2 步首先求解 NA EGvL (k ) -

f (u
δ(k ) ) = 0来获得 u

δ(k ) ,并通过解饱和运算 u (k )

= sat{u
δ(k ) } 得到 u (k ) ,记为 u (k ) = g (vL (k ) ). 当

实施 u (k ) 后, v (k ) 为

v (k ) = f (sa t{u (k ) }) = f (sa t{g (vL (k ) ) }) =

(<õ g ) (vL (k ) ) = h (vL (k ) ). (8)

通过式 (8) 得到闭环系统为

x (k + 1) = A (k ) x (k ) + B v (k ) =

(A (k ) + B K ) x (k ) + B [h (vL (k ) ) - vL (k ) ].

(9)

方程 (9) 可作为 T SM PC 稳定性分析的基础.

3　TSM PC的稳定性
　　引理 1[4 ]　假设X 和Y 是适当维数的矩阵, s和

w 是适当维数的向量,则

2sTX Yw ≤ ΧsTX X T s + w T Y T Yw öΧ,

Π Χ> 0. (10)

　　定理 1　对系统 (1) ,采用 T SM PC (8). 假设存

在适当的 0 < Λ< 1,使系统设计满足下列条件: 1)

　　Q > P 0 - Λ[ 1 - Α(1 + Λ) ö(1 - Λ) ]P 1,

　　Α= m ax
l
‖A l - A 0‖2,

　　2)

Π x (0) ∈ 8 < Rn , Π k ≥ 0,

- (1 - Λ) ΚvL (k ) TvL (k ) -

ΛΚh (vL (k ) ) Th (vL (k ) ) + [h (vL (k ) ) -

vL (k ) ]T (ΛΚI + B T P 1B ) [h (vL (k ) ) -

vL (k ) ] ≤ 0, R = ΚI ,

则闭环系统指数稳定,吸引域为 8.

证明　定义V (k ) = x T (k ) P 1x (k ). 将式 (5) ,

(9) 和引理 1代入,可以得到[2, 3, 6 ]

V (k + 1) - V (k ) ≤

x T (k ) [ (1 + Χ) (- Q + P 0) - P 1 ]x (k ) +

(1 + 2öΧ) x T (k ) (A (k ) -

A 0) T P 1 (A (k ) - A 0) x (k ) -

ΧΚvL (k ) TvL (k ) - ΚhT (vL (k ) ) h (vL (k ) ) +

[h (vL (k ) ) - vL (k ) ]T [ΚI + (1 +

Χ)B T P 1B ] [h (vL (k ) ) - vL (k ) ] =

(1 + Χ) I 1 (k ) ,

I 1 (k ) ≤0,当且仅当 I 2, l (k ) ≤0, Π l = 1, 2,⋯,L . 其

中

I 2, l (k ) =

x T (k ) [ - Q + P 0 - P 1ö(1 + Χ) +

(2 + Χ) (A l - A 0) TP 1 (A l -

A 0) ö(Χ+ Χ2) ]x (k ) -

Χö(1 + Χ) Κ(vL (k ) ) TvL (k ) -

ΚhT (vL (k ) ) h (vL (k ) ) ö(1 + Χ) +

[h (vL (k ) ) - vL (k ) ]T (ΚI ö(1 + Χ) +

B T P 1B ) [h (vL (k ) ) - vL (k ) ].

　　定义Λ= 1ö(1 + Χ). 如果条件 (1) 和 (2) 满足,

则V (k + 1) - V (k ) < 0, Π x (k ) ≠ 0,即V (k ) 是一

个证明指数稳定的L yapunov函数. □

定理 1具有两步法的特点,其中条件 (1) 是对线

性控制律的要求,条件 (2) 是对 h 的要求. 如果条件

(1) 满足, 则可用条件 (2) 得到更加合理的结论. 假

设[2 ]

‖h (s)‖≥ b1‖s‖,

‖h (s) - s‖≤ ûb - 1û‖s‖,

Π‖s‖≤ ∃. (11)

其中: b > 0和b1 > 0是标量,‖v‖是向量 v的 22范
数. 当H amm erstein 非线性解耦时,可假设[2, 7 ]

bi, 1s2
i ≤ h i (si) si ≤ bi, 2s2

i ,

Π ûsiû ≤ ∃ , i = 1, 2,⋯,m , (12)
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其中 bi, 2 ≥ bi, 1 > 0是标量. 令

　b1 = m in{b1, 1 ,⋯, bm , 1},

　ûb - 1û = m ax{ûb1, 1 - 1û ,⋯, ûbm , 1 - 1û ,

ûb1, 2 - 1û ,⋯, ûbm , 2 - 1û}. (13)

则式 (11) 可由式 (12) 推出. 对于计算 bi, 1, bi, 2, b1和 b

的方法可参见文献[ 1, 2 ].

推论 1　对于系统 (1) ,采用T SM PC,其中 h满

足式 (11). 假设: 1)

Π x (0) ∈ 8 < Rn , Π k ≥ 0,‖vL (k )‖≤ ∃;

2) 存在适当的 0 < Λ < 1使系统的设计满足

Q > P 0 - Λ[ 1 - Α(1 + Λ) ö(1 - Λ) ]P 1,

Α= m ax
l
‖A l - A 0‖2,

- Κ[ 1 - Λ + Λb2
1 - Λ(b - 1) 2 ] +

(b - 1) 2Ρm ax (B T P 1B ) ≤ 0,

R = ΚI ,

则闭环系统指数稳定,吸引域为 8.

　　证明　由式 (11) 可得

- (1 - Λ) ΚsTs - ΛΚhT (s) h (s) +

(h (s) - s) T (ΛΚI + B TP 1B ) (h (s) - s) ≤

- (1 - Λ) ΚsTs - ΛΚb2
1sTs +

(b - 1) 2Ρm ax (ΛΚI + B T P 1B ) sTs =

- Κ[ 1 - Λ + Λb2
1 - Λ(b - 1) 2 ]sT s +

(b - 1) 2Ρm ax (B T P 1B ) sT s.

因此,由定理1的条件2) 可以推出推论1的条件2) ,

结论成立. □

类似文献[ 1 ] 的推导, 并结合推论 1, 还可得到

如下结论:

推论 2　对系统 (1) ,采用T SM PC,其中 h满足

式 (12). 假设:

　　1) Π x (0) ∈ 8 < Rn , Π k ≥ 0,

ûvL
i (k ) û ≤ ∃ , i = 1, 2,⋯,m ;

　　2) 存在适当的 0 < Λ< 1使系统的设计满足

Q > P 0 - Λ[ 1 - Α(1 + Λ) ö(1 - Λ) ]P 1,

Α= m ax
l
‖A l - A 0‖2, (14)

- Κ[ 1 + 2Λ(b1 - 1) ] +

(b - 1) 2Ρm ax (B T P 1B ) ≤ 0,

R = Κ) , (15)

则闭环系统指数稳定,吸引域为 8.

4　吸引域的计算和调整
　　通常对非线性 h 可以采用线性差分包含技术,

即

h (s) = ∑
L h

lh= 1
ΝlhH lhs,∑

L h

lh= 1
Νlh = 1, Νlh ≥ 0, (16)

其中 Νlh , lh = 1, 2,⋯,L h 为组合系数. 故

x (k + 1) = A (k ) x (k ) + B v (k ) =

A (k ) x (k ) + B h (vL (k ) ) =

∑
L

l= 1
ΞlA l + B∑

L h

lh= 1
ΝlhH lhK x (k ). (17)

显然式 (17) 可表示为

x (k + 1) = A c (k ) x (k ). (18)

其中A c (k ) = ∑
L c

lc= 1
ΦlcA c, lc. 可选择L c使得式 (18) 能够

包含所有可能 (A l,B H lh
) 的组合.

以推论 2 为例 (推论 3 类似) , 将最大输出可行

集理论[8 ] 应用于式 (18). 假设条件 (2) 满足,则满足

条件 (1) 的吸引域可通过下面的算法得到:

算法 1　

Step 1:令

S 0 =

{Η∈RnûK iΗ≤ ∃ ,

K iΗ≥- ∃ , i = 1, 2,⋯,m } =

{Η∈RnûF
(0) Η≤ g

(0) }. (19)

其中: K i 是 K 的第 i 行, i = 1, 2,⋯,m ; F
(0) =

K

- K
, g

(0) =
∃�

∃�
; ∃�是一个m 维的列向量, 其所

有元素是 ∃. 令 j = 1.

Step 2: 令

N j =

{Η∈RnûF
( j - 1)

A c, lcΗ≤ g
( j - 1) ,

lc = 1, 2,⋯,L c} =

{Η∈RnûF
( j )

N Η≤ g
( j )

N }, (20)

S j = S j - 1 ∩N j = {Η∈RnûF
( j ) Η≤ g

( j ) }. (21)

　　Step 3: 如果S j = S j - 1,则 8 0 = S j - 1是T SM PC

的吸引域. 否则,令 j = j + 1并转至 Step 2.

通常,算法 1中获得的 8 0与控制器参数Κ,N ,Q

和Q N 的关系很难明确化,因此下面给出易操作的椭

圆型吸引域 (称一个椭球为 TSM PC 闭环系统的吸

引域,是指当初始状态位于该椭球内部时,未来的状

态将逐渐收敛到状态空间的原点) :

推论 3　考虑系统 (1) 和T SM PC (8) , h满足式

(11). 如果推论 1中的条件满足, 那么闭环系统 (9)

的吸引域不会小于S c = {x ∈Rnûx TP 1x ≤ c},其中

c = ∃2ö‖ (ΚI + B T P 1B ) - 1B T P 1A 0P - 1ö2
1 ‖.

　　推论 3的证明参考文献[ 3 ]. 给定 8 < Rn ,可用

下面的算法来确定一个包含 8 的椭圆型吸引域,或

确定一组椭圆型吸引域,使得它们的并集包含 8 :

算法 2

Step 1: 选适当的 ∃ ,令 S = {0}, i = 1.

Step 2: 选择{Κ,Q N ,Q ,N }.
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Step 3: 检查是否满足式 (14). 若否, 调整{QN ,

Q ,N }满足它.

Step 4: 检查是否满足式 (15). 若否,调整Κ满足
它. 重复 Step 3,直到式 (14) 和 (15) 全部满足为止.

Step 5: 通过推论3确定 c,则实际系统的吸引域

将包括水平集 S c = {x ûx TP 1x ≤ c}.

Step 6: 记{Κ,Q N ,Q ,N } i = {Κ,Q N ,Q ,N }, S i =

S c, S = S ∪ S i.

Step 7: 检查是否S Β 8. 如果是,则转到Step 6;

否则令 i = i + 1,选择一组新的{Κ,Q N ,Q ,N },如果

i + 1 > M 0 (其中M 0是一个提前设定的比较大的数

值) ,转到 Step 8,否则转到 Step 31
Step 8: 记M = i,停止.

在算法 2中可能出现 3种情形:

1) 找到一个S c且满足S c Β 8 ,这时只需采用这

个 S c对应的控制器;

2) 找到一组 S i
ci

( i = 1, 2,⋯,M , 1 < M ≤M 0)

且满足∪
M

i= 1
S i

ci
Β 8 ,这时可采用文献[ 3 ]给出的控制

器切换方法;

3) 对所有的M ≤M 0, 均不能找到 S i
ci
满足

∪
M

i= 1
S i

ci
Β 8. 这时可采用其他控制策略,如可直接采

用基于非线性优化的预测控制. 但注意当所期望的

8 超出系统 (1)～ (3) 的最大可镇定域 (可以镇定

的、最大可能的初始状态的范围) 时,采用任何控制

器都不能达到期望要求.

5　实　　例
　　考虑

　　A (k ) = C o
0. 9 0

1 0. 9
,

0. 9 0

1 1. 1
,

1. 1 0

1 0. 9
,

1. 1 0

1 1. 1
,

　　A 0 = [ 10; 11 ],B = [ 1, 0 ].

假设

v (k ) = f (u (k ) ) =

u (k ) + u (k ) sin (Πu (k ) ) ö3,

输入约束为 ûu (k ) û ≤ 1. 求解 NA EGvL (k ) -

f (u
δ(k ) ) = 0来获得u

δ(k ) ,为简单起见,采用u
δ(k ) =

vL (k ) 作为方程的解. 易知, b1 = 2ö3, b2 = 4ö3,

∃f (1) öb1 = 1. 5,取Α= 0. 01,目的是设计T SM PC,

使得其具有吸引域

8 = C o{[ - 1. 5, 3. 5 ], [ - 2, 2. 5 ],

[ 1. 5, - 3. 5 ], [ 2, - 2. 5 ]}.

　　首先, 选择两组控制器参数, 使得对应的椭圆

型吸引域的并集包含 8. 两组参数、相应的椭圆型吸

引域及 Λ的选择如下:

　{Κ,Q N ,Q ,N }1 = 0. 2,
1. 252 8 0. 573 9

0. 573 9 0. 373 1
,

0. 015 0

0 0. 000 15
, 1 ,

　{Κ,Q N ,Q ,N }2 = 0. 1,
0. 275 8 0. 127 2

0. 127 2 0. 101 1
,

0. 000 15 0

0 0. 015
, 1 ,

　S i
ci

=
S 1

1. 442 6, i = 1;

S 2
0. 474 3, i = 2.

　Λ1 = 0. 402, Λ2 = 0. 79.

　　排列上面的域和参数组如下:

S
(1) = S 1

c1 , S
(2) = S 2

c2 ,

{Κ,Q N ,Q ,N } (1) = {Κ,Q N ,Q ,N }1,

{Κ,Q N ,Q ,N } (2) = {Κ,Q N ,Q ,N }2.

　　图 1给出了两个域S
(1) 和S

(2). 选择 8 的顶点作
为 4组初始状态,并假设A (k ) 在定义的多包中随机

选取. 仿真结果见图 1,证明了定理 1、推论 1、推论 3

和控制器切换算法的有效性. 然后, 计算{Κ,Q N ,Q ,

N }1对应的多面体型吸引域,得到的 8 0如图 2所示.

由于 8 0 Β 8 , 仅采用控制器参数{Κ,Q N ,Q ,N }1, 而

不采用控制器切换算法, 对应 4 组初始状态的闭环

系统都是稳定的.

　　　图 1　椭圆型吸引域及控制器切换

算法的闭环系统状态轨迹

图 2　多面体型吸引域及其对应的闭环系统状态轨迹
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6　结　　论
　　研究了基于H amm erstein 模型、同时考虑不确

定性和输入饱和约束的两步法预测控制的稳定性,

得到了稳定性结果,并给出了吸引域的计算和调整

方法. 与文献[ 5 ]的方法相比,两步法控制器更简单

和易于实现. 进一步的研究方向为如何将 T SM PC

和文献[ 5 ]中的方法相结合,这样不仅具有稳定性保

证,而且可以得到较大的吸引域.
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