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实时无等待 HFS调度的一种拉格朗日松弛算法
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摘　要: 研究了实时无等待H FS 调度问题,并建立一个整数规划模型,提出运用拉格朗日松弛算法来求解. 在此算

法中,常采用次梯度方法更新拉格朗日乘子,但它随着迭代数的增加收敛速度会减慢,因此设计了一个改进的 bundle

方法,将以前的次梯度累积到 bundle中,以获得一个更好的乘子更新方向. 仿真实验表明,与次梯度方法相比,所设

计的 bundle法不仅在较少的迭代数内得到了更快的收敛速度而且改进了优化性能,对于大规模问题效果更为显著.
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1　引　　言
　　混合流水车间 (H FS)调度是流程工业中常出现

的问题,如钢铁业、化工业和制药业等. 在这些工业

中,生产的进行不仅要保证逻辑结果的有效性而且

要使得到的结果满足时间要求. 生产调度必须满足

时间要求,这是因为只有在满足任务截止时间的前

提下才能构造出实时系统的可行解. 目前关于实时

H FS调度问题的研究还较少.

无等待要求出现在流程工业主要是由生产技术

本身或存储能力引起的,它要求物料在前一操作完

成后直接传送到下一机器上,这时,为了衔接相邻两

个操作以保证加工的连续性,工件的操作可能会延

迟. 就钢铁生产而言,在连铸2热直轧过程,经加热器

加热板坯边缘后热板坯直接传送到热轧厂而不需经

过加热炉加热[1 ] ,这个过程不仅要考虑铁水流动的

及时性也对实时操作有高度的要求. 炉次的等待时

间会导致其温度降低,从而需要再加热,因此熔化的

铁水必须在冷却之前连续地进行一系列操作,以避



免降低钢的成分.

由于无等待H FS是N P hard 的,因此本文研究

的更复杂问题也是N P hard 的. 一些文献对相关问

题进行了阐述,文献[ 2 ]综述了一些无等待和阻塞调

度问题的计算复杂性,并描述了一些调度方法的应

用;文献[ 3 ]探讨了制造系统中无等待流水车间的调

度算法的性能,对于每个中心有任意台机器的流水

车间, 提供一个启发式算法, 并能保证其上界的性

能;文献[ 4～ 7 ]探索了求解H FS调度问题的不同方

法, 包括启发式、分支定界、禁忌搜索, 以最小化

m akespan、平均流水时间、总完成时间或平均完成

时间;文献[ 8 ]将炼钢过程归结为H FS结构,建立了

整数规划模型,并提出了拉格朗日松驰算法进行求

解.

从上述文献成果可以看出, 关于实时无等待

H FS 调度问题的研究很少,并且目标是带权重的完

成时间之和,也很少出现在H FS 的文献中. 本文设

计了适用于混合流水车间的改进的 bundle 法.

2　问题描述
　　本文所研究的问题描述如下: N 个工件沿着相

同的方向经过 J 个阶段进行加工,每个阶段 j 有M j

台同构机,一台机器一次至多加工一个工件,而一个

工件任何时候至多在一台机器上加工. 工件的加工

是没有优先级的,即一旦工件的一个工序开始加工,

则此工序不允许中断. 每个工件 i都有一个权重w i

和截止时间 dθ i,在阶段 j 的加工时间为 p ij ,且各个工

序要保证其连续性,即无等待. 假设所考虑的时间水

平 K 足够长以使所有的工件都能完成加工. 在工件

加工顺序给定的情况下, 就可计算工件在各个阶段

的完成时间 C ij , 目标是最小化加权完成时间

∑
i

w iC iJ. 钢铁业中一个H FS示意图如图 1所示. 为

简单起见,假定所有工件都在时刻 0可利用.

图 1　HFS示意图

数学表达式中用到 3 个变量: 二进制变量 ∆ijk ,

时间变量B ij 和C ij. 如果工件 i在时刻 k 正在第 j 个

阶段加工,则二进制变量 ∆ijk 为 1,否则为 0; 时间变

量B ij 为工件 i在第 j 阶段的开始时间,表示一个时

间点 (‘B ij = k ’表示操作在时刻 k 的起始点开始加

工) ; C ij为工件 i在第 j阶段的完成时间,表示一个时

间点 (‘C ij = k ’ 表示操作在时刻 k 的末端完成加

工).

利用静态和离散时间的整数规划模型可描述实

时无等待H FS调度问题如下:

P : m in
{B ij }∑

N

i= 1
w iC iJ. (1)

其中

∑
i∈I

∆ij k ≤M j ,

j = 1,⋯, J , k = 1,⋯, K. (2)

C ij - B ij + 1 = p ij ,

i = 1,⋯,N , j = 1,⋯, J . (3)

B ij = B i, j21 + p i, j21,

i = 1,⋯,N ; j = 2,⋯, J . (4)

C i, J ≤ dθ i, i = 1,⋯,N . (5)

∆ijk ∈ {0, 1}, i = 1,⋯,N ,

j = 1,⋯, J , k = 1,⋯, K. (6)

C ij ∈ {1, 2,⋯, dθ i},

i = 1,⋯,N , j = 1,⋯, J . (7)

式 (1) 表示目标函数是总权重完成时间最小化; 约

束 (2) 表示在时刻 k 第 j 阶段正在加工的工件数必

须不超过那个时刻可利用的机器数; 约束 (3) 说明

了操作一旦开始就不允许中断; 约束 (4) 描述了操

作间的无等待策略; 约束 (5) 描述了完成时间要求,

即所有工件必须在它们各自的截止时间内完成; 约

束 (6) 和 (7) 定义了决策变量的取值范围.

3　拉格朗日松弛算法
　　拉格朗日松弛算法是求解复杂问题的一个有

效工具, 它的优点在于能够通过松弛某些耦合约束

将原问题分解成较易求解的小问题. 松弛后的对偶

函数的目标值 ZL B 是原问题的下界, 由于松弛问题

的解总是与不可行调度相关, 因此利用启发式把不

可行调度转换成可行调度, 可行解的目标值 ZUB 为

原问题提供了一个上界, 解的质量通过相对对偶间

隙 (ZUB - ZL B ) öZL B 来衡量.

3. 1　拉格朗日松弛

从第 2节模型可以看到只有约束 (2) 耦合不同

的工件, 引入拉格朗日乘子向量 u , 把约束 (2) 松弛

到目标函数,形成下面的松弛问题:

m in
{B ij }

J L R , w ith J L R =

∑
N

i= 1
w iC iJ + ∑

J

j= 1
∑

K

k= 1
u j k (∑

N

i= 1
∆ijk - M j ) . (8)

并满足约束 (3)～ (7) 和

u j k ≥ 0, j = 1, 2,⋯, J , k = 1, 2,⋯, K. (9)

则拉格朗日对偶问题是

　　　m ax
{u jk}

L (u ) , w ith L (u ) ≡
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　　　 - ∑
J

j= 1
∑

K

k= 1
u jkM j +

　　　m in
{B ij }∑

N

i= 1
(w iC iJ + ∑

J

j= 1
∑

K

k= 1
u j k∆ij k ) . (10)

并满足约束 (3)～ (7) 和 (9).

分解后的工件级子问题是

m in
{B ij }

L i, w ith L i≡

w iC iJ + ∑
J

j = 1
∑

K

k= 1

u jk ∆ijk , (11)

并满足约束 (3)～ (7) 和 (9). 求解上述子问题时,表

达式中的乘子{u j k }已知,且工件 i也是给定的.

利用拉格朗日松弛求解本文的调度问题包括求

解工件级子问题、构造可行解和更新乘子. 这里主要

研究乘子更新策略.

3. 2　求解工件级子问题

对每个工件 i,采用枚举法来求解每个工件的开

始时间. 注意到一旦得到B i1 的值, 就可根据式 (4)

推断出工件在后来阶段的开始时间. 因此枚举B i1的

每个可能值, 并计算L i 直到得到最优值 (L i 的最小

值). 在求解子问题时,工件 i和乘子{u jk }是已知的.

3. 3　构造可行解

因为对偶问题得到的解可能违反约束 (2) ,因此

它的解对于原问题一般是不可行的. 这时,需要利用

当前信息构造可行解,以获得原问题的上界. 根据文

献[ 9 ] 提出的列表调度概念, 结合插入和邻域交换

的思想提出了一个两阶段启发式. 首先,按照对偶解

中工件各自开始时间的增序排列,构造出一个列表,

当机器在时间B i1和 (B i1 + ∑
j

p ij - 1) 之间可以利

用时,把工件分配到相应的机器上. 否则, 就要延迟

工件直到机器可利用.

大多数情况下,根据此启发式都能构造可行解,

否则引入插入的概念形成可行解. 令 i表示顺序中

工件的位置标号,假设列表中前 i - 1个工件已经分

配并满足所有的约束, 当第 i ( i = 2,⋯,N ) 个工件

在满足约束 (2)～ (4) , (6) 和 (7) 的情况下安排时,

违反了截止日期,此时剩余的工件就不需分配了,因

为此顺序并不能构造出可行解, 这时将工件 i插入

到工件 i - k (k = 1, 2,⋯, i - 1) 的紧前面,保持其

他工件不变, 如果变化后的部分调度能够满足所有

约束,则继续按照原列表分配剩余工件,否则继续此

插入过程,直到形成可行解.

为了进一步降低原问题的上界, 当迭代数达到

一个给定值时,程序进入第二阶段:从上述步骤得到

的可行解 (作为初始解) 开始,进行邻域交换.

4　基于 bundle法的乘子更新策略

　　求解拉格朗日对偶问题常用的方法是次梯度

优化, 其优点是在开始迭代数内很容易执行且收敛

速度快, 不过随着迭代数的增加, 收敛速度会减慢.

次梯度方法的大多数改进形式仅利用当前次梯度或

当前次梯度与先前方向的凸组合计算新的方向. 虽

然改进的次梯度方法能改进性能, 但其质量涉及到

一些关键参数的选择, 且不同的问题下参数的设置

也需要调整, 并不能得到适合所有问题的一组合理

的设置,因此这类方法对于“灵活”的参数选择更有

效. 但 bundle 方法避免了这种情况, 它以分离的方

式累积以前获得的次梯度,与次梯度方法相比,其优

势在于收敛性更快、对参数的依赖性更少,然而执行

这种算法是一个复杂的过程. 在此过程中求解二次

规划和线性搜索是耗时的, 因此它的主要瓶颈在于

计算下一搜索方向.

　　本文基于次梯度法和 bundle 法的优点设计了

改进的 bundle方法,此思想首先在文献[ 10 ]提到并

应用于车辆路径问题,由 2个阶段组成.

第 1阶段中, 根据次梯度方法在开始迭代时收

敛性快的特点在一定的迭代数内执行次梯度优化,

乘子根据下式进行更新:

un+ 1 = un + sng n. (12)

其中: n是迭代标号; g n是第n次迭代中L 的次梯度,

g n = ∑
i∈I

∆ij k - M j; sn 是第 n 次迭代的步长,给定

sn = ΚL 3 - L n

‖g n‖2 , 0 < Κ< 2, (13)

L 3 是最优值,通过迄今为止得到的最好的可行解来

估计; L n 是第 n 次迭代中L 的值.

　　第 2阶段中,程序从当前得到的最好解开始执

行 bundle算法. bundle算法采用了 Ε次微分的概念
　　5ΕL (u ) ≡ {g ∈R m ûL (u′) ≤L (u ) +

g T (u′- u ) + Ε, Π u′∈R m }. (14)

一般地, 5ΕL (u ) 由 bundle 元素的凸组合来近似[15 ] ,

即

P = g ûg = ∑
i

Αig i,∑
i

Αi = 1,

∑
i

Αiei≤ Ε, Αi≥ 0 . (15)

其中 ei 是线性误差, ei = L (u i) + g T
i (u - u i) -

L (u ). P 中具有最小范数的一个方向认为是下一搜

索方向,即求解下面问题以得到新的方向:

　　　m in‖∑
i

Αig i‖,

　　　s. t. ∑
i

Αi = 1,∑
i

Αiei ≤ Ε, Αi≥ 0. (16)

　　根据上述二次规划问题计算出方向后,尝试沿

着这个方向进行线性搜索, 如果函数值增加得足够
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大,则更新乘子到新的一点, 这就产生了一个严重

步,否则产生了空步, 两种情况下, 新得到的次梯度

都要添加到 bundle中,以计算新的方向.

在算法执行过程中,采用 IBM O SL 库的二次规

划求解器快速求解式 (16). 为了简化求解线性搜索

的复杂性, 应用了另外一种方法[11 ] , 它试着逐步减

少当前迭代和最优解之间的距离, 而不是对每一个

严重步目标函数至少增加 Ε. 如果根据式 (12) 更新

乘子,且

sn = Κ(L 3 - L n) ö‖g n‖2,

g n ∈ P , 0 < Κ< 1,

则乘子逐步接近最优的 u3 .

　　每次迭代中添加一个次梯度到 bund le中,且设

置最大 bund le规模为 50 (最小为 2) ,这是为了避免

存储空间超过限制. 当 bundle 规模达到最大值时,

具有最大线性化误差 e的次梯度从 bundle 中删去.

当‖∑
i

Αig i‖小于一个很小的数或者达到最大迭

代数时程序停止.

5　实验结果
　　为说明设计的 bundle方法的性能,进行实验测

试,并显示它与次梯度方法相比的计算结果. 程序由

C语言编写,在P4 2. 4 G, 512M 内存的机器上测试.

　　所有的测试数据都是随机产生的, 工件数在

{20, 40, 60, 100} 中选择,阶段数和每阶段的机器

数都设为 2, 3和 4. 为简单起见,假定每个阶段的机

器数相同,然而,提出的方法也能解决不同阶段具有

不同机器数的问题. 上述参数的组合产生了 36个不

同的问题,对每种问题,随机产生 10个不同的事例,

因此,共产生 360个问题用于实验. 加工时间和权值

在[ 1, 10 ]满足均匀分布,且是正整数. 工件 i的截止

时间根据其总加工时间和所有工件的平均加工时间

随机产生. 基本时间单位是m in, 计划水平设为

∑
N

i= 1
∑

J

j = 1
p ij m in.

　　为公平比较这两种拉格朗日松弛算法,采用相

同的最大迭代数 1 000作为停止准则. 定义LR SG 为

采用次梯度方法更新乘子的拉格朗日松弛,LR IB 为

结合改进的 bundle 法的拉格朗日松弛. 表 1比较了

这两种拉格朗日松弛算法, 其性能通过对偶间隙和

迭代数来估计, 图 2 显示了不同规模下对偶间隙随

迭代数的变化 (阶段数和每阶段的机器数都为 3).

　　从表1和图2可以看出,与L R SG相比,L R IB不仅

性能好而且收敛速度快,在较少迭代数内,平均对偶

间隙降低了0. 44◊ . 随着问题规模的增大, 改进的

表 1　两种拉格朗日松弛算法的比较结果

问题

问题结构

工件数×阶段数

×机器数

对偶间隙ö◊ 迭代数

L R SG L R IB L R SG L R IB

1 20×2×2 3. 03 2. 74 1 000 1 000

2 20×2×3 1. 08 1. 10 853 797

3 20×2×4 0. 61 0. 58 449 390

4 20×3×2 5. 11 4. 72 1 000 1 000

5 20×3×3 2. 35 2. 07 1 000 1 000

6 20×3×4 0. 83 0. 87 698 698

7 20×4×2 6. 56 6. 36 1 000 1 000

8 20×4×3 2. 97 2. 81 1 000 1 000

9 20×4×4 0. 81 0. 73 563 560

10 40×2×2 4. 42 3. 80 1 000 1 000

11 40×2×3 1. 93 1. 94 1 000 1 000

12 40×2×4 1. 14 1. 13 924 924

13 40×3×2 8. 91 8. 01 1 000 1 000

14 40×3×3 4. 23 4. 19 1 000 1 000

15 40×3×4 1. 98 1. 82 1 000 1 000

16 40×4×2 13. 35 12. 21 1 000 1 000

17 40×4×3 6. 01 5. 69 1 000 1 000

18 40×4×4 2. 89 2. 54 1 000 1 000

19 60×2×2 5. 10 4. 69 1 000 1 000

20 60×2×3 3. 26 3. 08 1 000 1 000

21 60×2×4 1. 78 1. 72 1 000 1 000

22 60×3×2 11. 19 10. 41 1 000 1 000

23 60×3×3 7. 34 6. 34 1 000 1 000

24 60×3×4 3. 92 3. 52 1 000 1 000

25 60×4×2 16. 81 15. 32 1 000 1 000

26 60×4×3 9. 40 8. 59 1 000 1 000

27 60×4×4 5. 42 5. 29 1 000 1 000

28 100×2×2 6. 99 6. 00 1 000 1 000

29 100×2×3 4. 34 3. 99 1 000 1 000

30 100×2×4 3. 06 2. 85 1 000 1 000

31 100×3×2 13. 37 13. 07 1 000 1 000

32 100×3×3 9. 53 8. 38 1 000 1 000

33 100×3×4 6. 23 5. 91 1 000 1 000

34 100×4×2 20. 23 18. 97 1 000 1 000

35 100×4×3 13. 29 12. 36 1 000 1 000

36 100×4×4 8. 48 8. 30 1 000 1 000

平均 6. 05 5. 61 958 955

bundle 算法性能更好, 如果工件比较少, L R IB在较

少的迭代数内得到的结果与L R SG类似,因此改进的

bundle 方法对于求解大规模的调度问题更有效. 同

时也测试了两种方法的运行时间, L R SG所使用的

CPU 时间 (平均为 7. 23 s)要比L R IB (89. 58 s)少得

多, 这是由改进的 bundle 算法本身的耗时性决定

的,它不能与次梯度算法相比拟,仅从这点考虑可能

会得到L R SG比L R IB性能好的结论,但这些结果是在

相同迭代数 1 000 的停止准则下得到的, 当运行

L R SG使其计算时间与L R IB相同时, L R IB得到的对偶

间隙要优于L R SG, 从解的质量和收敛速度方面来

讲,L R IB还是很有竞争力的,同时得到以下结论:

1) 当工件数增加时, 对偶间隙和迭代数都增
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加,这是因为工件数的增加使得所调度的任务增多,

从而使问题变得更复杂.

2) 当机器数增多时,解的质量变得更好,迭代

数也降低了,这是因为随着机器数的增加,工件之间

对机器的竞争相对减少,从而使问题变得简单一些.

3) 当阶段上并行机数减少时,即出现瓶颈现象

的可能性越大时,截止时间越紧则产生不可行解的

可能性越大.

(a)　20个工件

(b)　40个工件

(c)　60个工件

(d)　100个工件

图 2　不同工件数下的收敛速度

6　结　　论
　　本文针对实时无等待H FS 调度建立了整数规

划模型,目标是在满足一些实际特征下 (截至时间要

求和优先级约束)最小化总加权完成时间. 对此问

题,采用了基于改进的 bundle 法的拉格朗日松弛来

求解,实验结果说明了此方法的有效性,尤其在求解

大规模问题方面. 与次梯度方法相比, 收敛速度更

快,性能更好. 此算法还可以修改以求解其他具有类

似特征的H FS, 且可进一步探讨启发式的改进, 以

确保在每个问题中可行解的构造.
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