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不确定性多属性决策中的 ER方法改进
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摘　要: 基于对不确定性多属性决策问题中 ER 方法的研究,提出一种不确定性多属性决策中的改进 ER 方法,并证

明该方法完全满足证据合成的 4个公理. 通过实例运算,进一步验证了新方法的有效性和合理性.
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1　引　　言
　　多属性决策 (M ADM )是关于多个属性的评价

决策问题. 在M ADM 问题中, 决策者经常涉及不

确定性信息的处理,本文主要针对多属性决策中的

定性属性.

定性属性是指决策者对该属性上的判断信息不

是具体的数值, 而是语言评价等级. 由于实际问题

的复杂性和决策者主观判断的不确定性, 决策者对

定性属性的主观判断信息表现为评价等级集上的模

糊子集[1 ]. Yang 等[2 ]利用D 2S理论处理不确定性问

题的优势,研究了基于D 2S理论的证据推理 (ER )算

法及其在多属性决策问题中的应用,并提出了任何

证据合成过程必须满足的 4 个公理,用于指导具有

不确定性多属性问题的评价和决策. 在此基础上,

H uynh 等[3 ]对不确定条件下多属性决策问题的 ER

算法进行了改进,但改进方法对证据冲突的处理不

够理想.

鉴于D 2S 合成规则存在的不足,本文提出了一

种新的不确定性多属性决策问题的 ER 算法,并证

明该方法完全满足证据合成的 4个公理.

2　多属性决策问题的数学描述
　　 假设给定评价等级集合: H = {H 1, H 2,⋯,

H n ,⋯, H N }为评价每个属性的等级标准,则对某一

属性 ei的评价可以表示为

S (ei) = { (H n , Βn, i) ûn = 1,⋯,N },

i = 1,⋯,L .

其中Βn, i表示信任程度,且满足Βn, i≥0,∑
N

n= 1

Βn, i≤1.



当∑
N

n= 1
Βn, i = 1时,称S (ei) 为完全评价,当∑

N

n= 1
Βn, i < 1

时,称 S (ei) 为不完全评价.

为方便起见, 假设只考虑两个层次的评价合成

问题,记 y 为处于上层的总属性, E = {e1,⋯, ei} 为

处于下层的基本属性, Ξi 为基本属性 ei 的权重 ( i =

1,⋯,L ) , Βn 为总属性 y 被评价给等级H n 的信任度

(n = 1,⋯,N ).

3　D -S证据合成理论
　　D 2S 理论[4 ] 中, 基于一定证据对命题或假设的

信任是通过m ass函数来刻画的. 考虑两个不同证据

的m ass函数m 1和m 2,根据D 2S合成规则,可以得到

复合m ass函数,即

m (A ) = m 1 © m 2 =

(∑
B∩C= A

m 1 (B )m 2 (C ) ) (1 - k ).

其中

k = ∑
B∩C= Á

m 1 (B )m 2 (C ) , k < 1.

　　上述求和运算称为m 1和m 2的“直和”. k代表证

据间的冲突程度, k 越大, 说明证据间的冲突越大.

若 k = 1,则认为m 1 和m 2 完全矛盾,此时公式无法

使用. 系数 1ö(1 - k ) 称为归一化因子,其作用是在

证据合成时避免将非 0的概率赋给空集 Á .

D 2S 理论中另一种重要运算是“折扣”运算. 当

证据源的可靠度为Ξ时,基于证据给出的m ass函数

值就被 (1 - Ξ) 打了一个折扣,此时新的m ass函数

为

m Ξ (A ) = Ξm (A ) ,

ΠA < ( , 0≤ Ξ≤ 1,

m Ξ (( ) = (1 - Ξ) + Ξm (( ).

　　上述两种运算将在不确定条件下多属性问题

的 ER 算法中起重要作用.

4　不确定多属性决策问题中的 ER 方法的
改进

　　为了开发不确定条件下多属性决策问题的解

决方法和工具, 文献 [ 2 ] 提出了任何一个合理的证

据推理过程中需要满足的 4个合成公理:独立性、一

致性、完全性和不完全性. 根据合成公理, Yang 等提

出了一种改进的不确定条件下多属性决策问题的

ER 算法. 虽然这种改进方法满足了合成公理的要

求,但在证据组合过程中并没有考虑冲突的影响,仍

然采用了D em p ster 的合成规则, 当证据高度冲突

时,该规则会产生有悖常理的结果.

目前对D 2S合成规则进行改进的方式主要有两

种:一是取消归一化过程,把证据冲突部分的概率全

部赋给未知领域,如 Yager [5 ] 的改进方法,但是这种

处理结果往往会使组合后证据的不确定性增大; 二

是把冲突视为有用的信息, 将冲突在各个已知命题

之间进行适当分配[6～ 8 ]. 文献[ 3 ]采用Yager的改进

方法进行冲突处理,虽然考虑了证据冲突的影响,但

这种处理方法会加大组合后证据的不确定性. 因此,

本文将上述两种冲突处理方法相结合,当S (ei) 为完

全评价时, 通过一定比例把冲突在已知命题中进行

完全分配; 当 S (ei) 为不完全评价时,冲突除了按一

定比例在已知命题中进行部分分配之外, 还有部分

冲突概率将作为未知分配给未知领域. 通过冲突在

已知命题和未知命题之间的适当分配, 尽量减小证

据冲突的影响,使组合结果更为合理和接近实际,并

通过调整修正,使其完全满足 4个合成公理. 令

m n, i = ΞiΒn, i, n = 1,⋯,N . (1)

m H , i = 1 - ∑
N

n= 1
m n, i =

1 - Ξi∑
N

n= 1
Βn, i = m{ H , i + m

�
H , i. (2)

其中

m{ H , i = 1 - Ξi,m�H , i = Ξi 1 - ∑
N

n= 1
Βn, i ,

0≤ Ξi ≤ 1,∑
L

i= 1

Ξi = 1, i = 1,⋯,L .

　　假设m n, i,m n, j 为属性 i, j 的m ass函数,则本文

给出的合成公式为

m n, I (2) = m n, im n, j + m n, im H , j +

　　　　m H , im n, j + k 1 (n) ,

　　n = 1,⋯,N . (3)

m H , I (2) = (m{ H , I (2) + m
�

H , I (2) ) + K 2. (4)

其中

m{ H , I (2) = m{ H , im
{

H , j ,

m
�

H , I (2) = m
�

H , im
�

H , j + m{ H , im
�

H , j + m
�

H , im
{

H , j ,

m n, I (2) 和m H , I (2)为合成后新的m ass函数, k 1 (n) 为冲

突概率 K I (2) 在已知命题H n中的分配, K 2为剩余未

分配的冲突概率.

　　经济评价中,未知或不确定因素的存在是产生

冲突的主要原因. 作为一种信息,冲突丢弃势必引起

信息的丢失, 因此应通过一定方式分配给产生冲突

的各个命题. 在缺乏其他先验信息的条件下,可根据

证据合成前各命题信任度的相对情况来决定冲突分

配的比例,即证据合成前某命题信任度越高,合成后

该命题分得的冲突概率也越高. 按照这一思想,本文

以合成前各个命题的平均支持程度 rn为权数进行冲

突分配, 即 rn =
1
L ∑

L

i= 1
Βn, j ( i = 1,⋯,L ; n = 1,⋯,

N ). rn 越大,表明该命题的平均信任度越大,分配的
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冲突概率也越大. 当 S (ei) 为完全评价时,冲突概率

将在各已知命题之间得到完全分配;当S (ei) 为不完

全评价时,除了分配给已知命题的冲突外,还有部分

冲突 (K 2) 分配给未知领域H. 显然,冲突分配权数

rn满足

∑
N

n= 1
rn = 1,∑

N

n= 1
Βn, i = 1;

∑
N

n= 1
rn < 1,∑

N

n= 1
Βn, i < 1.

(5)

因此可得

k 1 (n) = rnK I (2) , K 2 = K I (2) - ∑
N

n= 1
k 1 (n) ,

K I (2) = 1 - ∑
N

t= 1
∑

N

l= 1, l≠t

m t, im l, j

- 1
,

　　　　　n = 1,⋯,N .

　　 假设 m n, I ( i) (n = 1,⋯,N ) ,m H , I ( i) ,m{ H , I ( i) 和

m�H , I ( i) 为前 i个属性合成后得到的m ass函数,则前 i

个属性与第 ( i + 1) 个属性合成的 ER 公式为

　　{H n}:

m n, I ( i+ 1) = m n, I ( i)m n, i+ 1 + m n, I ( i)m H , i+ 1 +

　　　　m H , I ( i)m n, i+ 1 + k n, 1,

　　　　　n = 1,⋯,N . (6)

　　{H }:

m H , I ( i+ 1) = m H , I ( i+ 1) + K 2 =

(m{ H , I ( i+ 1) + m�H , I ( i+ 1) ) + K 2. (7)

其中

m{ H , I ( i+ 1) = m{ H , I ( i)m
{

H , i+ 1, (8)

m
�

H , I ( i+ 1) = m
�

H , I ( i)m
�

H , i+ 1 + m{ H , I ( i)m
�

H , i+ 1 +

　　　　　m
�

H , I ( i)m
{

H , i+ 1, (9)

K I ( i+ 1) = 1 - ∑
N

t= 1
∑

N

j = 1, j≠t

m t, I ( i)m j , i+ 1
- 1

=

k 1 (n) + K 2, i = 1,⋯,L - 1. (10)

k 1 (n) = rnK I ( i+ 1) , n = 1,⋯,N ,

K 2 = K I ( i+ 1) - ∑
n

n= 1
k 1 (n) , n = 1,⋯,N .

　　当所有L 个属性全部合成后,定义

Βk
n = m (H n) , n = 1,⋯,N , (11)

Βk
H = m (H ) = 1 - ∑

N

n= 1
m (H n). (12)

可以看出,由于在证据合成过程中,常数项 (m{ H , I ( i+ 1)

+ K 2) 作为剩余未分配m ass函数给了 Βk
H , 导致即

使所有基本属性是完全评价, 其合成结果也是不完

全的. 为使合成后的 Βk
n 和 Βk

H 满足一致性公理的要

求,需要将 (m{ H , I ( i+ 1) + K 2) 按比例重新分配给各个

已知命题,并将H 按下列归一化过程进行调整:

{H n}:

Βn =
m n, I (L )

1 - m{ H , I (L ) - K 2
,

n = 1,⋯,N . (13)

　　{H }:

ΒH =
m H , I (L ) - m{ H , I (L ) - K 2

1 - m{ H , I (L ) - K 2
. (14)

　　以下证明Βn和ΒH 完全满足Yang等提出的4个

合成公理.

证明　1) 独立性. 设对所有 i = 1,⋯,L ,如果

有 Βn, i = 0, n = 1,⋯,N ,则Βn = 0. 因为m n, i = ΞiΒn, i

= 0,有

K I (2) = 1 - ∑
N

t= 1
∑

N

l= 1, l≠t

m t, im l, j

- 1
= 0,

k 1 (n) = rnK I (2) = 0,

m n, I (2) =

(m n, im n, j + m n, im H , j + m H , im n, j ) +

k 1 (n) = 0,

　　　　n = 1,⋯,N .

　　假设,当 i > 2时,有m n, I ( i) = 0,则K I ( i) = 0,有

　　　　m n, I ( i+ 1) = 0, i = 1,⋯,L 21,

　　　　Βn = 0, n = 1,⋯,N .

　　2) 一致性. 设对所有 i = 1,⋯,L 和 n = 1,⋯,

N , n ≠ k ,如果有 Βk , i = 1, Βn, i = 0,则 Βk = 1, Βn =

0, n = 1,⋯,N , n ≠ k. 由条件得

m n, i =
ΞiΒn, i = Ξi, n = k;

ΞiΒn, i = 0, n ≠ k.

m{ H , i = 1 - Ξi,

m�H , i = Ξi (1 - ∑
N

n= 1
Βn, i) = 0,

i = 1,⋯,L ,

K I (2) = 0, k 1 (n) = 0, K 2 = 0.

　　因为m
�

H , I (1) = m
�

H , 1 = 0,有

m
�

H , I (2) =

(m�H , 1m
�

H , 2 + m{ H , 1m
�

H , 2 + m
�

H , 1m
{

H , 2) =

(0× 0 + m{ H , 1 × 0 + 0×m{ H , 2) = 0.

　　假设当 i > 2时,有m
�

H , I ( i) = 0,则

m�H , I ( i+ 1) = 0,

m H , I (L ) = m{ H , I (L ) + K 2,

ΒH =
m H , I (L ) - m{ H , I (L ) - K 2

1 - m{ H , I (L ) - K 2
= 0.

当 n ≠ k 时,有

m n, i = ΞiΒn, i = 0, i = 1,⋯,L .

由公理 1可得

Βn = 0, n = 1,⋯,N , n ≠ k.

由定理 1有
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　　∑
N

n= 1
Βn + ΒH = Βk + ∑

N

n= 1, n≠k

Βn + ΒH = 1,

　　Βk = 1.

　　3) 完全性 1 已知H + ∈H , J + = {nûH n ∈

H + },对所有 i = 1,⋯,L ,如果有Βn, i > 0, n∈J + ,

∑
N

n= 1
Βn, i = 1,则Βn > 0, n∈J + 且∑

n∈J +

Βn = 1. 由条件

得

　　　　
m n, i = ΞiΒn, i > 0, n ∈ J + ;

m n, i = ΞiΒn, i = 0, n ∈ {1,⋯,N }øJ + .

　　　　m{ H , i = 1 - Ξi,

　　　　m�H , i = Ξi (1 - ∑
N

n= 1
Βn, i) = 0,

　　　　　　　　i = 1,⋯,L .

所以有

m�H , I ( i+ 1) = 0,

m H , I (L ) = m{ H , I (L ) + K 2,

ΒH =
m H , I (L ) - m{ H , I (L ) - K 2

1 - m{ H , I (L ) - K 2
= 0.

又由

m n, i = ΞiΒn, i > 0, n ∈ J + ,

∑
N

n= 1
Βn, i = 1, i = 1,⋯,L .

得

K I (2) > 0,∑
n∈J +

rn = 1,

k 1 (n) = rnK I (2) > 0, K 2 = 0,

m n, I (2) =

(m n, im n, j + m n, im H , j + m H , im n, j ) +

k 1 (n) > 0.

　　假设当 i > 2时,有m n, I ( i) > 0,则

m n, I ( i+ 1) =

(m n, I ( i)m n, i+ 1 + m n, I ( i)m H , i+ 1 +

m H , I ( i)m n, i+ 1) + k n, 1 > 0,

m n, I (L ) > 0, Βn > 0, n ∈ J + .

又由

Βn, i = 0, n ∈ {1,⋯,N }øJ + ,

可得

Βn = 0, n ∈ {1,⋯,N }øJ + ,

由定理 1有

∑
N

n= 1
Βn + ΒH =

∑
n∈J +

Βn + ∑
n∈{1,⋯,N }øJ +

Βn + ΒH = 1,

∑
n∈J +

Βn = 1.

　　4) 不完全性 1 如果存在 i ∈ {1,⋯,L } 使得

∑
N

n= 1

Βn, i < 1,则∑
N

n= 1

Βn < 1或ΒH > 0. 设有 j∈{1,⋯,

L },使得∑
N

n= 1
Βn, j < 1,则

m H , j > 0,m{ H , j = 1 - Ξj > 0,

m
�

H , j = Ξj 1 - ∑
N

n= 1
Βn, j > 0.

　　因为 Π i∈ {1,⋯,L },当 0 < Ξi < 1时,均有

m{ H , I ( i) = ∏
L

i= 1

(1 - Ξi) > 0,所以

m{ H , I ( j - 1)m
�

H , j > 0,

m
�

H , I ( j ) =

m
�

H , I ( j - 1)m
�

H , j + m{ H , I ( j - 1)m
�

H , j +

m
�

H , I ( j - 1)m{ H , j > 0.

　　 假设对某些 i ≥ j , 有 m
�

H , I ( i) > 0, 则

m{ H , I ( i)m
�

H , i+ 1 > 0,所以

m�H , I ( i+ 1) =

m�H , I ( i)m
�

H , i+ 1 + m{ H , I ( i)m
�

H , i+ 1 +

m�H , I ( i)m
{

H , i+ 1 > 0,

　　对 Π i∈ { j ,⋯,L },可得

m
�

H , I ( i) > 0,

ΒH =
m H , I (L ) - m{ H , I (L ) - K 2

1 - m{ H , I (L ) - K 2
=

　 　
m�H , I (L )

1 - m{ H , I (L ) - K 2
> 0 . □

　　同时,容易看出下列定理是成立的:

定理 1　0≤ Βn ≤ 1, 0≤ ΒH ≤ 1,

∑
N

n= 1

Βn + ΒH = 1, n = 1,⋯,N . (15)

5　ER算法中的期望效用
　　效用常常用来衡量人们对某些事物的主观感

受或偏好. 在多属性决策中,期望效用用于对事物的

评价决策. 假定在 ER 算法中, 效用函数 u′: H →
[ 0, 1 ] 满足:

1) 当H n+ 1 优于H n 时, u′(H n+ 1) > u′(H n) ;

2) 当所有基本属性均为完全分布时,根据公理

3,合成的属性 y 也是完全的,即 ΒH = 0. 此时,定义

属性 y 的期望效用为

u (y ) = ∑
N

n= 1
Βnu′(H n). (16)

　　3) 当且仅当 u (y (a) ) > u (y (b) ) 时,事物 a 严

格优于事物 b.

4) 当基本属性为不完全评价时,根据公理 4,合

成属性 y 也是不完全的,即 ΒH > 0. 此时,可通过可

传递信任模型[9 ] 中的赌博概率转换来分配未知概

率 ΒH 并做出近似评价,即
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Β′n = P m (H n) = Βn +
1

N
ΒH ,

n = 1,⋯,N .

从而得到 y 的期望效用为

　　　u (y ) = ∑
N

n= 1
Β′nu′(H n) =

　　　∑
N

n= 1
(Βn +

1
N

ΒH ) u′(H n). (17)

6　实例运算
　　本文实例[10 ] 是欧洲质量奖标准中关于“过程”

条款的评价,其属性分解过程如图 1所示.

图 1　“过程”标准的构成

　　质量奖评价时,处于同一层次上的属性具有相

同的重要性, 即各属性的权重相同. 基于Dale 提出

的 TQM 成熟度模型,评价等级确定为 5个,即

H = {H 1, H 2, H 3, H 4, H 5} =

{A ,B , C ,D , E } =

{世界级,获奖者,

改进者,漂浮者,未承诺者}.

相应地,效用函数 u′: H → [ 0, 1 ] 定义为

u (H ) =

{u′(H 1) , u′(H 2) , u′(H 3) , u′(H 4) , u′(H 5) } =

{1, 0. 75, 0. 5, 0. 25, 0}.

　　表 1 是分别运用文献 [ 10 ] 的 ER 算法和本文

ER 算法得出的合成结果,限于篇幅,只给出了顶层

属性 y 及二层属性 (5a～ 5e) 的合成结果. 可以看

出,由于采取了对冲突的不同处理方法,相对于文献

[ 10 ] 中的计算结果,本文的结果不仅减少了未知的

程度,而且合成结果更加符合实际情况.

表 1　合成结果

Yang结果 本文结果

5a B (0. 33)C (0. 43)D (0. 18) H (0. 06) B (0. 36)C (0. 42)D (0. 19) H (0. 03)

5b B (0. 4)C (0. 25)D (0. 22) E (0. 03) H (0. 10) B (0. 41)C (0. 25)D (0. 24) E (0. 03) H (0. 07)

5c B (0. 46)C (0. 34)D (0. 02) H (0. 18) B (0. 51)C (0. 37)D (0. 02) H (0. 10)

5d B (0. 36)C (0. 43)D (0. 09) H (0. 12) B (0. 40)C (0. 44)D (0. 10) H (0. 06)

5e B (0. 35)C (0. 52)D (0. 07) E (0. 04) H (0. 02) B (0. 35)C (0. 53)D (0. 07) E (0. 04) H (0. 01)

5. B (0. 39)C (0. 4)D (0. 1) E (0. 01) H (0. 10) B (0. 42)C (0. 42)D (0. 11) E (0. 01) H (0. 04)

　　按照从下层到上层的计算顺序,表 2给出了“过

程”评价的二层属性 (5a～ 5e) 及顶层属性 y 的效用

计算,其中 u (y ) 为通过赌博概率转换求出的合成属

性的效用值, 以该企业外部专家的实际评分为比较

依据, ∆为各属性效用值与外部专家实际评分的绝
对误差,图 2为文献[ 10 ] 及本文两种方法的计算误

差,表 3是根据各属性效用值大小得出的上述两种

方法的偏好排序.

表 2　效用比较

　　Yang方法 本文方法

u (y ) 误差 ∆ u (y ) 误差 ∆

实际

评分

5a

5b

5c

5d

5e

5.

537. 5

530. 0

610. 0

567. 5

550. 0

568

∆= 82. 5

∆= 50. 0

∆ = 110

∆= 42. 5

∆= 20. 0

∆= 32

542. 5

527. 5

622. 5

575. 0

550. 0

573

∆= 77. 5

∆= 47. 5

∆= 97. 5

∆= 35. 0

∆= 20. 0

∆= 27

620

480

720

610

570

600

表 3　方法比较

属性 5a 5b 5c

排序 本文 : Yang 本文 : Yang 本文 : Yang

属性 5d 5e 最终评价 5.

排序 本文 : Yang 本文 : Yang 本文 : Yang

图 2　两种方法计算结果的误差比较

　　从表 2、图 2、表 3可以看出,本文计算结果比文

献[ 10 ] 的结果更准确, 更接近实际评分. 二层属性

中,除了属性 5e显示出两种方法的计算结果无差异

之外, 其他属性的比较结果都显示出本文方法要优

于文献 [ 10 ] 的方法. 从最终评价来看, 本文计算结

果的绝对误差为 4. 5◊ , 比文献[ 10 ] 计算结果的绝

对误差 5. 3◊ 更小.

7　结　　论

　　由于D 2S 证据合成理论具有处理不确定性信

息的优势,因此,应用于不确定性多属性决策中定性

信息的合成,既能保留主观属性的定性特征,又能较

好地处理评价过程中的不确定信息和未知信息,对
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建立更为准确和合理的评价决策方法具有重要意

义.

本文通过证据冲突在已知命题和未知命题之间

的合理分配,提出了一种处理多属性决策问题的新

ER 算法,并证明了新方法完全满足 4个合成公理.

通过运算比较,进一步验证了新方法的有效性和合

理性.
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