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基于LM I的一类中立型延迟神经网络的全局渐近稳定判据
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摘　要: 针对一类能够由中立型变延迟非线性微分方程描述的神经网络模型,给出了全局渐近稳定的不依赖于时间

延迟的充分条件. 所得到的稳定判据不仅考虑了神经元的激励和抑制对网络的影响,而且易于验证. 仿真示例验证了

所得结论的有效性.
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Abstract: A sufficien t condit ion guaran teeing the global asymp to tical stab ility of the equ ilib rium po in t is derived fo r

a class of neural netw o rk models w ith variab le delay and neu tra l type delay. T he stab ility criterion no t on ly

elim inates the differences betw een excita to ry and inh ib ito ry effects on the neural netw o rk s, bu t also can be

conven ien tly checked. N um erical examp le show s the effectiveness of the ob tained resu lts.
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1　引　　言
　　在神经网络的电子线路实现中,由于运算放大

器的有限切换速度,时间延迟的存在是不可避免的.

时间延迟会影响神经网络的动态特性,如产生震荡

或不稳定等[1 ]. 于是,人们对不同延迟类型的神经网

络的动态特性进行了广泛研究. 文献 [ 2～ 4 ]针对定

常延迟的神经网络给出了渐近稳定和指数稳定的充

分条件;文献[ 4～ 6 ] 针对时变延时神经网络分别给

出了全局指数稳定和渐近稳定的充分条件;文献[ 7 ]

针对分布延迟神经网络给出了全局指数稳定条件.

此外,由于神经网络是一个复杂的非线性动力系统,

利用延迟可产生某些动态行为, 如混沌和周期解

等[8 ].

在神经网络VL S I实现中, 用来产生延迟的元

件主要有延迟传输线和部分元件等效电路 (PEEC)

两类, 而由 PEEC 构成的电路将会产生中立型延

迟[9 ]. 文献 [ 9 ] 针对一类中立型线性定常延迟微分

方程模型,给出了零解渐近稳定的条件. 本文则针对

一类能够由中立型非线性变延迟微分方程描述的神

经网络,基于LM I技术,对其全局渐近稳定性进行

了分析,所得结果消除了神经元的激励和抑制对网

络的影响,且易于验证.



2　问题描述
　　考虑如下延迟神经网络:

uαi ( t) = - a iu i ( t) + ∑
n

j= 1
w 0ijg j (u j ( t) ) +

∑
n

j= 1

w 1ijg j (u j ( t - Σj ( t) ) ) +

∑
n

j= 1
d iju

α
j ( t - Σj ( t) ) + U i,

u i ( t) = <i ( t) ,

- Σi ( t) ≤ t≤ 0, i = 1,⋯, n , (1)

其中: u i ( t) 表示第 i个神经元的状态; a i > 0表示自

反馈系数; w 0ij ,w 1ij和d ij表示已知的连接矩阵系数;

Σj ( t) ≥ 0表示时变延迟; g j (õ) 表示神经元激励函

数; U i 表示外界常值输入, <i ( t) 表示初始条件, i, j

= 1,⋯, n.

可将系统 (1) 写成如下矩阵形式:

uα( t) = - A u ( t) + W 0g (u ( t) ) +

W 1g (u ( t - Σ( t) ) ) +

D uα( t - Σ( t) ) + U ,

u (Η) = <(Η) , - m ax (Σi ( t) ) ≤ Η≤ 0, (2)

其中

u ( t) = [u1 ( t)　⋯　un ( t) ]T ,

A = diag (a1　⋯　an) , W 0 = [w 0ij ]n×n ,

g (u ( t) ) = [g 1 (u 1 ( t) )　⋯　g n (un ( t) ) ]T ,

W i = [w 1ij ]n×n , Σ( t) = [Σ1 ( t)　⋯　Σn ( t) ]T ,

g (u ( t - Σ( t) ) ) = [g 1 (u 1 ( t - Σ1 ( t) ) )⋯,

　　 　　　　　　g n (u n ( t - Σn ( t) ) ) ]T ,

U = [U 1　⋯　U n ]T ,

<(Η) 表示连续向量值函数.

假设 1　激励函数满足如下条件:

0≤
g i (s) - g i (Ξ)

s - Ξ ≤ Ρi, (3)

其中: s, Ξ∈R, s ≠ Ξ, Ρi > 0, i = 1,⋯, n. 令 ∃ =

diag (Ρ1　⋯　Ρn).

令u 3 = [u3
1 　⋯　u3

n ]T为系统 (1) 的一个平衡

点,则通过坐标变换 x ( t) = u ( t) - u 3 后,式 (2) 变

为

xα( t) = - A x ( t) + W 0f (x ( t) ) +

W 1f (x ( t - Σ( t) ) ) + D xα( t - Σ( t) ) , (4)

其中

f (x ( t) ) = [ f 1 (x 1 ( t) )　⋯　f n (x n ( t) ) ]T ,

f i (x i ( t) ) = g i (x i ( t) + u 3
i ) - g i (u 3

i ) ,

显然, f i (0) = 0, i = 1,⋯, n ,且 f i (x i ( t) ) 满足假设

1. 若原点 x = 0是系统 (4) 的唯一平衡点,则 u3 也

是系统 (1) 或 (2) 的唯一平衡点.

3　全局渐近稳定分析
　　定理 1　考虑延迟系统 (1) 或 (2) , Σi ( t) > 0,

Σαi ( t) < 0, 1 < Γ= m in (1 - Σαi ( t) ) , i = 1,⋯, n ,如果

LM I

8 K 12 PW 0 PW 1 X

K T
12 K 22 0 0 0

W T
0 P 0 - M 0 0 0

W T
1 P 0 0 - M 1 0

X T 0 0 0 Y

< 0 (5)

存在对称正定矩阵P ,正定对角矩阵M 0,M 1和Q ,则

延迟系统 (1) 或 (2) 的平衡点是全局渐近稳定的,其

中

X = PW 1 (1 - Γ ) , Y = - (Γ - 1)M 1,

8 = - PA - A P + (PW 0∃ + ∃W T
0 P ) ö2 +

　　∃M 0∃ö4 + Q ,

K 12 = - PA D + PW 0∃D ö2 + ∃M 0∃D ö4 +

　　　 Γ PW 1∃ö2 + QD ,

K 22 = - ΓQ + D T ∃M 0∃D ö4 + D TQD +

　　　Γ∃M 1∃ö4.

　　 证明　首先证明, 在条件 (5) 成立的前提下,

系统 (4) 具有唯一平衡点. 这里采用反证法. 考虑系

统 (4) 的平衡点方程

- A v + W 0f (v ) + W 1f (v ) = 0, (6)

为简洁起见,这里略去了对时间 t的表示. 假设 v =

[v 1　⋯　v n ]T 是延迟系统 (4) 的一个平衡点,显然,

若 f (v ) = 0,则 v = 0. 现令 v ≠ 0. 从式 (5) 可知,

D TQD - ΓQ < 0, 即‖D‖ < Γ. 这样 I - D ö

Γ 可逆. 令 z = y ö Γ = ( I - D ö Γ ) v ,则 z

≠ 0, y ≠ 0. 在式 (6) 两侧同乘 2z T P ,则

- 2z TPA v + 2z T PW 0f (v ) + 2z TPW 1f (v ) = 0.

(7)

　　因为激励函数 0≤ f i (v i) öv i≤ Ρi, Π v i≠ 0,令

F i (v i) = f i (v i) öv i,则

-
1
2

Ρi ≤ F i (v i) -
1
2

Ρi ≤
1
2

Ρi.

当 v i = 0时,必有 f i (v i) = 0,则令F i (v i) = 0,这样,

-
1
2

∃ ≤ F (v ) -
1
2

∃ ≤ 1
2

∃ , 其中 F (v ) =

diag (F 1 (v 1) ⋯ F n (v n) ). 因此,式 (7) 等价于

- 2z T PA (z +
D

Γ
v ) + 2z T PW 0 (F (v ) -

1
2

∃ ) v +

z T PW 0∃v + 2z TPW 1 (F (v ) -
1
2

∃ ) v +

z T PW 1∃v = 0. (8)

　　因为对于任意适维向量 Φ和 Ν, 适维矩阵 S 和
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N ,以及对于任意正定矩阵H ,下式成立[10 ]:

2ΦTSN Ν≤ ΦTS H - 1S T Φ+ ΝTN TH N Ν, (9)

则

2z T PW 0 (F (v ) -
1
2

∃ ) v ≤

z T PW 0M
- 1
0 W T

0 P z +
1
4

v T ∃M 0∃v , (10)

2z T PW 1 (F (v ) -
1
2

∃ ) v ≤

z T PW 1M
- 1
1 W T

1 P z +
1
4

v T ∃M 1∃v. (11)

　　将式 (10) 和 (11) 代入式 (8) ,得

0≤ 1
Γ {y T (PW 0M

- 1
0 W T

0 P + PW 1M
- 1
1 W T

1 P -

2PA + Q +
1
4

∃M 0∃ + PW 0∃ ) y +

2y T (- PA D +
1
2

PW 0∃D +
1
4

∃M 0∃D +

1
2

Γ PW 1∃ + QD ) v + v T ( 1
4

Γ∃M 1∃ -

ΓQ + D TQD +
1
4

D T ∃M 0∃D ) v +

(1 - Γ ) 2y TPW 1 ( (Γ - 1)M 1) - 1W T
1 P y }.

(12)

因为从式 (5) 可知,

1
4

Γ∃M 1∃ - ΓQ + D TQD +
1
4

D T ∃M 0∃D < 0,

将式 (12) 中的第 2项和第 3项应用不等式 (9) ,再整

理 (12) 式得

0≤ 1
Γ {y T (PW 0M

- 1
0 W T

0 P + PW 1M
- 1
1 W T

1 P -

2PA + Q +
1
4

∃M 0∃ + PW 0∃ +

(- PA D +
1
2

PW 0∃D +
1
4

∃M 0∃D +

1
2

PW 1∃ + QD ) (ΓQ -
1
4

∃M 1∃ -

D TQD -
1
4

D T ∃M 0∃D )
- 1

(- PA D +

1
2

PW 0∃D +
1
4

∃M 0∃D +
1
2

PW 1∃ +

QD )
T

+ (1 - Γ ) 2PW 1 ( (Γ -

1)M 1) - 1W T
1 P ) }y. (13)

根据 Schu r补引理,从式 (5) 可知,如果 y ≠ 0,则

y T {PW 0M
- 1
0 W T

0 P + PW 1M
- 1
1 W T

1 P -

2PA + Q +
1
4

∃M 0∃ + PW 0∃ + (- PA D +

1
2

PW 0∃D +
1
4

∃M 0∃D +
1
2

PW 1∃ +

QD ) (ΓQ -
1
4

∃M 1∃ - D TQD -

1
4

D T ∃M 0∃D )
- 1

(- PA D +
1
2

PW 0∃D +

1
4

∃M 0∃D +
1
2

PW 1∃ + QD )
T

+

(1 - Γ ) 2PW 1 ( (Γ - 1)M 1) - 1W T
1 P }y < 0.

(14)

显然,式 (13) 与 (14) 矛盾,这意味着 v = 0,即原点

是延迟系统 (4) 的唯一平衡点,进而延迟系统 (1) 或

(2) 具有唯一平衡点.

其次,证明延迟系统 (4) 的唯一平衡点 x = 0是

全局渐近稳定的. 为此, 定义如下 L yap unov2
K rasovsk ii泛函:

V (x ( t) ) =

(x - D x ( t - Σ( t) ) ) T P (x -

D x ( t - Σ( t) ) ) +

∑
n

i= 1∫
t

t- Σi
( t)

q ix
2
i (s) ds, (15)

其中 q i > 0. 则沿着式 (4) 的轨迹求导得

Vα(x ( t) ) ≤

2 (x - D x ( t - Σ( t) ) ) T ×

P (xα- D xα( t - Σ( t) ) ) + x T ( t)Q x ( t) -

m in (1 - Σαi ( t) ) x T ( t - Σ( t) )Q x ( t - Σ( t) ) =

- 2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PA (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) - 2 (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) T PA D x ( t - Σ( t) ) +

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T P (W 0f (x ( t) ) +

W 1f (x ( t - Σ( t) ) ) ) + x T ( t)Q x ( t) -

Γx T ( t - Σ( t) )Q x ( t - Σ( t) ) , (16)

其中Q = diag (q1 ⋯ qn). 定义

F (x ( t) ) = d iag (F 1 (x 1 ( t) )　⋯　F n (x n ( t) ) ) ,

其中, F i (x i ( t) ) = f i (x i ( t) ) öx i ( t) ,与平衡点唯一性

证明部分类似,有 -
1
2

∃≤F (x ( t) ) -
1
2

∃≤ 1
2

∃.

这样,

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 0f (x ( t) ) =

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 0 (F (x ( t) ) -

1
2

∃ ) x ( t) + (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) TPW 0∃x ( t) ,

(17)

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 1f (x ( t - Σ( t) ) ) =

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 1 (F (x ( t -

Σ( t) ) ) -
1
2

∃ ) x ( t - Σ( t) ) + (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 1∃x ( t - Σ( t) ). (18)
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将式 (17) 和 (18) 代入 (16) 后,有

Vα(x ( t) ) ≤

- 2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) TPA (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) - 2 (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) TPA D x ( t - Σ( t) ) + 2 (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) TPW 0 (F (x ( t) ) -
1
2

∃ ) x ( t) +

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 0∃x ( t) + 2 (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) TPW 1 (F (x ( t - Σ( t) ) ) -

1
2

∃ ) x ( t - Σ( t) ) +

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 1∃x ( t - Σ( t) ) +

x T ( t)Q x ( t) - Γx T ( t - Σ( t) )Q x ( t - Σ( t) ). (19)

考虑不等式 (9) 成立,则

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) TPW 0 ×

(F (x ( t) ) -
1
2

∃ ) x ( t) ≤

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 0M
- 1
0 W T

0 P (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) + x T ( t) (F (x ( t) ) -

1
2

∃ )
T
M 0 (F (x ( t) ) -

1
2

∃ ) x ( t) ≤

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 0M
- 1
0 W T

0 P (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) + x T ( t)
1
2

∃M 0
1
2

∃x ( t). (20)

同理

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 1 (F (x ( t -

Σ( t) ) ) -
1
2

∃ ) x ( t - Σ( t) ) ≤

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) TPW 1 ×

M - 1
1 W T

1 P (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) +

x T ( t - Σ( t) ) 1
2

∃M 1
1
2

∃x ( t - Σ( t) ). (21)

将式 (20) 和 (21) 代入 (19) ,得

Vα(x ( t) ) ≤

- 2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) TPA (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) - 2 (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) TPA D x ( t - Σ( t) ) +

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 0M
- 1
0 W T

0 P (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) + x T ( t)
1
4

∃M 0∃x ( t) +

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 0∃x ( t) +

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 1M
- 1
1 W T

1 P (∃x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) + x T ( t - Σ( t) ) 1
4

∃M 1∃x ( t -

Σ( t) ) + (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T PW 1∃x ( t -

Σ( t) ) + (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) + D x ( t -

Σ( t) ) )Q (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) +

D x ( t - Σ( t) ) ) - Γx T ( t - Σ( t) )Q x ( t - Σ( t) ) =

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T {- 2PA +

PW 0M
- 1
0 W T

0 P + PW 1M
- 1
1 W T

1 P +

1
4

∃M 0∃ + PW 0∃ + Q } (x ( t) -

D x ( t - Σ( t) ) ) + 2 (x ( t) - D x ( t -

Σ( t) ) ) T {- PA D + QD +
1
2

PW 0∃D +

1
4

∃M 0∃D +
1
2

Γ PW 1∃}x ( t -

Σ( t) ) + x T ( t - Σ( t) ) {
1
4

Γ∃M 1∃ +

1
4

D T ∃M 0∃D + D TQD - ΓQ }x ( t - Σ( t) ) +

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T ( 1
2

PW 1∃ -

1
2

Γ PW 1∃ ) x ( t - Σ( t) ) + x T ( t - Σ( t) ) ×

( 1
4

∃M 1∃ -
1
4

Γ∃M 1∃ ) x ( t - Σ( t) ). (22)

因为 Γ> 1,则 1
4

Γ∃M 1∃ -
1
4

∃M 1∃ 为正定矩阵. 再

考虑不等式 (9) ,则

2 (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T ( 1
2

PW 1∃ -

1
2

Γ PW 1∃ ) x ( t - Σ( t) ) - x T ( t - Σ( t) ) ×

( 1
4

Γ∃M 1∃ -
1
4

∃M 1∃ ) x ( t - Σ( t) ) ≤

(x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T (1 - Γ ) 2PW 1 ( (Γ -

1)M 1) - 1 (PW 1) T (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ). (23)

将式 (23) 代入 (22) 中,则

Vα(x ( t) ) ≤

[ (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T　x T ( t - Σ( t) ) ]M ×

[ (x ( t) - D x ( t - Σ( t) ) ) T　x T ( t - Σ( t) ) ]T ,

(24)

其中

M =
K 11 K 12

K T
12 K 22

, (25)

K 11 = 8 + ∑
1

i= 0

PW iM
- 1
i W T

i P +

　　　 (1 - Γ ) 2PW 1 ( (Γ - 1)M 1) - 1W T
1 P ,

K 12 = - PA D + PW 0∃D ö2 +

　　　∃M 0∃D ö4 + Γ PW 1∃ö2 + QD .

K 22 = - ΓQ + D T ∃M 0∃D ö4 +

　　　D TQD + Γ∃M 1∃ö4,

如果M < 0,则Vα(x ( t) ) < 0, Π [x ( t) - D (x ( t -

Σ( t) ) )　x ( t - Σ( t) ) ] ≠ 0.
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根据 Schu r 补性质,可知式 (25) 等价于式 (5). 这样

就证明了如果M < 0, 则系统 (4) 是全局渐近稳定

的. □

推论 1　考虑延迟系统 (1) 或 (2) ,且 Σi ( t) = Σi

≥ 0, i = 1,⋯, n ,如果LM I

8 K 12 PW 0 PW 1

K T
12 K 22 0 0

W T
0 P 0 - M 0 0

W T
1 P 0 0 - M 1

< 0 (26)

存在对称正定矩阵P ,正定对角矩阵M 0,M 1和Q ,则

延迟系统 (1) 或 (2) 的平衡点是全局渐近稳定的,其

中

8 = - PA - A P + (PW 0∃ + ∃W T
0 P ) ö2 +

　　　∃M 0∃ö4 + Q ,

K 12 = - PA D + PW 0∃D ö2 + ∃M 0∃D ö4 +

　　　PW 1∃ö2 + QD ,

K 22 = - Q + D T ∃M 0∃D ö4 + D TQD +

　　　∃M 1∃ö4.

　　注 1　如果 Σi ( t) = d ( t) ≥ 0,则在定理 1中的

Q 可放宽为对称正定矩阵,而不必为对角矩阵.

注 2　如果在系统 (2) 中令D = 0,则这类网络

模型在大量文献中已被研究,如文献[ 3～ 7 ] 等. 此

时,只要在定理 1的证明中令D = 0即可得到与定

理 1相类似的结果. 由此可见,本文结果更具有一般

性.

4　仿真示例
　　 考虑系统 (1) 或 (2) , 其中 A = diag (4. 1　

3. 1　3. 1) , Σj ( t) = d > 0为任意有界延迟,激励函

数

g i (x i ( t) ) = 0. 5 (ûx i ( t) + 1û - ûx i ( t) - 1û ) ,

W 0 =

- 3 1ö2 1ö3

1ö2 1 1ö6

1 2 - 1

,

W 1 =

1 1ö4 1ö6

1ö2 1 1ö6

1ö2 1ö4 1

,

D =

0. 37 0. 92 - 1. 38

0. 18 0. 09 - 0. 13

0. 50 0. 7 - 0. 5

,

求解式 (26) 得到

P =

0. 167 2 0. 085 5 - 0. 105 2

- 0. 085 5 0. 672 7 - 0. 195 3

- 0. 105 2 - 0. 195 3 0. 673 8

,

Q =

0. 641 6 0. 577 9 - 0. 540 4

0. 577 9 1. 867 9 - 1. 318 2

- 0. 540 4 - 1. 318 2 1. 939 5

,

M 0 =

1. 051 5 0 0

0 2. 389 3 0

0 0 0. 758 6

,

M 1 =

0. 718 3 0 0

0 1. 205 2 0

0 0 0. 801 3

,

　　根据推论 1可知,神经网络是全局渐近稳定的.

[U 1, U 2,U 3 ] = [ 1, 2, 2 ]时,状态轨迹如图 1所示. 平

衡点为

[u3
1 　u 3

2 　u3
3 ] = [ 0. 305 6　1. 425 8　0. 228 5 ].

图 1　状态响应轨迹

5　结　　论
　　针对一类能够由中立型变延迟非线性微分方程

描述的神经网络模型,给出了平衡点唯一性和不依

赖于延迟的全局渐近稳定的充分条件. 该稳定判据

易于验证,并消除了神经元激励和抑制对网络的影

响,仿真验证了所得结论的有效性.
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图 1　常规到达条件下 x1, x2的运动　　　　　　　　　　　图 2　本文到达条件下 x 1, x2的运动

图 3　常规到达条件下 s ( t) 的运动轨线　　　　　　　　　　　图 4　本文到达条件下 s ( t) 的运动轨线

明显的抖振; 而本文到达条件 (3) 下,图 2和图 4基

本看不到抖振, 可见本文到达条件确实起到了抑制

抖振的作用.

6　结　　论
　　本文对多输入系统变结构控制提出了一个新的

到达条件,该条件的特点是,既保留了常规到达条件

的优点,又能使穿越切换流形的速度为零,从而能有

效地抑制抖振,改善控制系统的动态品质. 另外给出

了到达时间的计算公式,分析了参数对快速性的影

响,并讨论了参数的物理实现,为到达条件的有效性

和可行性提供了理论依据.
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