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多变量系统变结构控制的一个滑模到达条件
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摘　要: 为了削弱变结构控制系统的抖振,提出一个新的滑动模态到达条件. 分析了该到达条件参数对系统动态性

能的影响,讨论了参数的物理实现,并给出了到达时间的简化计算公式. 仿真结果表明,该到达条件能有效地抑制抖

振.
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Abstract: In o rder to reduce the chatter phenom enon of variab le structu re con tro l system s, a novel reach ing

condit ion is p ropo sed. T he influence of param eters of the condit ion on dynam ic perfo rm ance of system s is analyzed.

T he physical realizat ion of param eters is given. A fo rm ula of reach ing tim e is given too. Sim ulation resu lt show s

that the reach ing condit ion can restra in chatter effect ively.
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1　引　　言
　　一般而言,由于通常的到达条件 sT sα< 0反映不

出系统运动的品质, 比如快速性、抖振大小等. 为了

改善变结构控制系统的控制品质, 人们提出了指数

趋近律、幂次趋近律等许多新的到达条件或趋近

率[1～ 5 ]. 文献[ 3～ 5 ] 给出了幂次趋近律和递归结构

的最终滑动模态, 对削弱抖振和提高快速性有很好

的作用. 但由于这些到达条件仅适用于单输入系统,

因而限制了它们的应用.

本文将给出一个新的到达条件, 它可以应用于

一般的多输入系统的变结构控制设计, 既能保证滑

动模态的快速到达, 又能使穿越切换流形的速度为

零,有效地削弱抖振. 另外还给出了到达时间的简化

计算公式, 并分析了参数对快速性和物理实现的影

响,为该到达条件的有效性和可行性提供了理论依

据.

2　问题的陈述
　　通常使用较多的滑动模态到达条件[5 ] 为

sα= ks - Εsgns, s∈R m. (1)

式 (1) 右端的 Εsgns使得切换流形为等速穿越,这势

必会形成抖振. 要减小抖振, 就需要减小 Ε; 但减小
Ε,就意味着到达切换流形的时间增大. Ε→ 0必然使

到达时间 T →∞. 为克服这个缺点, 文献 [ 1, 4 ] (对

单输入系统) 提出了如下形式的到达条件:

sα= - Αs - Βsqöp , s∈R , (2)

其中: Α> 0, Β> 0; p > q > 0为奇数. 并就下面一种

特殊的单输入系统:

xαi = x i+ 1, i = 1, 2,⋯, n - 1,

xαn = f (x ) + g (x ) u ,

设计了一组递归结构的滑动流形

　　　　s0 = x 1,

　　　　s1 = sα+ Α0s0 + Β0sqöp
0 ,



　　　　s2 = sα1 + Α1s1 + Β1sqöp
1 ,

　　　　�
　　　　sn- 1 = sαn- 2 + Αn- 2sn- 2 + Βn- 2sqöp

n- 2,

　　　　sαn- 1 = - Αn- 1sn- 1 - Βn- 1sqöp
n- 1.

使状态变量依次进入滑动流形 sn- 1 = 0, sn- 2 = 0,

⋯, s0 = 0,在有限时间到达原点. 该到达条件有下面

一个特点:

lim
s→0

sαi = lim
s→0

(Αsi - Βqöp
i ) = 0,

i = 0,⋯, n - 1.

即穿越切换面的速度为零,从而可有效抑制抖振. 但

该到达条件只适用于单输入系统.

3　多变量系统的到达条件
　　本文给出一个新的到达条件, 以克服文献 [ 1,

4 ] 到达条件的局限性:

sα= - (Α+ Β‖s‖Ε- 1) s,

0 < Ε< 1, Α> 0, Β > 0. (3)

由于这里的幂次项是用范数‖3 ‖2 来描述的, 因

此它适用于多输入系统.

定理 1　对于变结构控制系统

xα= f (x ) + g (x ) u ,

s = s (x ) , x ∈R n , u ∈R m ,

取到达条件 (3) ,则系统状态 x ( t) 经有限时间 t≤ T

到达滑动流形{x ûs = 0},到达时间为

T =
1

Α(1 - Ε) ln
Α‖s (0)‖1- Ε + Β

Β . (4)

　　证明　式 (3) 两边左乘 sT ,得

sT sα= = - (Α+ Β‖s‖Ε- 1)‖s‖2. (5)

因为

sT sα=
1
2

d (sT s)
d t

=
1
2

d‖s‖2

d t
= ‖s‖ d‖s‖

d t
.

(6)

由式 (5) 和 (6) 得

d‖s‖
d t

= - Α‖s‖ - Β‖s‖Ε,

d t = -
d‖s‖

Α‖s‖ + Β‖s‖Ε =

-
‖s‖- Εd‖s‖
Α‖s‖1- Ε + Β =

-
1

1 - Ε
d‖s‖1- Ε

Α‖s‖1- Ε + Β,

∫
tγ

0
d t = -

1
1 - Ε∫

‖s (T )‖

‖s (0)‖

d‖s‖1- Ε

Α‖s‖1- Ε + Β.

两边积分, 令 s (T ) = 0, 则得 s 到达零的时间为式

(4). 于是定理 1得证. □

显然, 由定理 1 得到的到达时间式 (4) 计算麻

烦, 而且也不易看清参数 Α, Β, Ε对到达时间 T 的影

响. 为得到一个简单直观的近似计算公式,有下面结

论:

定理 2　按式 (3) 取到达条件, 则状态 x ( t) 到

达滑动模态的时间 T 满足如下不等式:

‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) (1 -
‖s (0)‖1- Ε

2ΒöΑ+ ‖s (0)‖1- Ε) < T <

‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) (1 -
‖s (0)‖1- Ε

2ΒöΑ+ 4‖s (0)‖1- Εö3) , (7)

且若‖s (0)‖ ν ΒöΑ, 则 T≈ ‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) ; 若 0 <

ΒöΑν ‖s (0)‖,则 T <
‖s (0)‖1- Ε

4Β(1 - Ε) .

证明　先证明一个不等式

x (1 -
x

2 + x ) < ln (1 + x ) <

x (1 -
x

2 + 4x ö3) , x > 0. (8)

记　　f (x ) = x -
x 2

2 (1 + Εx ) - ln (1 + x ) ,

对 f (x ) 求导

df ödx =

1 -
2x (1 + Εx ) - Εx 2

2 (1 + Εx ) 2 -
1

1 + x
=

x
1 + x

-
2x (1 + Εx ) - Εx 2

2 (1 + Εx ) 2 =

(3Ε- 2) x 2 + (2Ε- 1) Εx 3

2 (1 + Εx ) 2 (1 + x ) . (9)

由式 (9) ,取Ε= 2ö3,则df (x ) ödx > 0, f (x ) 严格递

增,从而 f (x ) > f (0) = 0,即

ln (1 + x ) < x (1 -
x

2 + 4x ö3).

取 Ε= 1ö2,则 df (x ) ödx < 0, f (x ) 严格递减,从而

f (x ) < f (0) = 0,即

x (1 -
x

2 + x ) < ln (1 + x ). (10)

因此不等式 (8) 成立.

将 Α‖s (0)‖1- ΕöΒ视作 x ,利用式 (4) 和不等式
(8) ,并化简得

‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) (1 -
Α‖s (0)‖1- Ε

2Β + Α‖s (0)‖1- Ε) <

1
Α(1 - Ε) ln

Α‖s (0)‖1- Ε + Β
Β = T (11)

T <
‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) (1 -

　　 ‖s (0)‖1- Ε

2ΒöΑ+ 4‖s (0)‖1- Εö3). (12)

将式 (11) , (12) 写在一起,即得定理 2的结果. □

特别当‖s (0)‖ ν ΒöΑ时,

‖s (0)‖1- Ε

2ΒöΑ+ ‖s (0)‖1- Ε≈ 0,

‖s (0)‖1- Ε

2ΒöΑ+ 4‖s (0)‖1- Εö3
≈ 0.
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由式 (7) 得

T =
‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) .

当 0 < ΒöΑν ‖s (0)‖时,

‖s (0)‖1- Ε

2ΒöΑ+ 4‖s (0)‖1- Εö3
≈ 3

4
.

代入式 (7) 得

T <
‖s (0)‖1- Ε

4Β(1 - Ε) .

　　推论 1　取到达条件为

sα= - Β‖s‖Ε- 1s, 0 < Ε< 1, 0 < Β, (13)

则状态 x ( t) 到达切换流形{x ûs = 0}的时间为

T =
‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) . (14)

　　1) ‖s (0)‖ < e时, Ε越小,到达切换流形的时

间越短, T m in = ‖s (0)‖öΒ;

2) ‖s (0)‖ > e时,取 Ε= 1 -
1

ln‖s (0)‖,则

到达切换流形的所用时间最短,即

T m in =
‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) =
eln‖s (0)‖

Β .

　　证明　将式 (13) 两边左乘 sT ,得

sTsα= - Β‖s‖Ε+ 1. (15)

由式 (6) 的推导

sT sα= - ‖s‖ d‖s‖
d t

,

从而得到

d‖s‖
d t

= - Β‖s‖Ε,
d‖s‖
Β‖s‖Ε = - d t. (16)

对式 (16) 两边积分解得

‖s ( t)‖1- Ε - ‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) = - t.

令 s (T ) = 0,解得到达时间为

T =
‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε).
. (17)

　　1) 5T ö5Ε=

- (1 - Ε)‖s (0)‖1- Εln‖s (0)‖
Β(1 - Ε) 2 +

‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) 2 =

‖s (0)‖1- Ε[ 1 - (1 - Ε) ln‖s (0)‖ ]
Β(1 - Ε) 2 . (18)

由式 (18) ,‖s (0)‖ < e时

1 - (1 - Ε) ln‖s (0)‖ > 0,

从而 5T ö5Ε> 0, T 是 Ε的增函数,由式 (17) 可算出

T →‖s (0)‖
Β , Ε→ 0+ 时;

T →∞, Ε→ 1- 时.

因此‖s (0)‖ < e时, Ε越小,到达切换流形的时间

越短,且 T m in = ‖s (0)‖öΒ.

2) 对于‖s (0)‖ > e的情况,解 5T ö5Ε= 0得

Ε= 1 -
1

ln‖s (0)‖,‖s (0)‖1- Ε = e, (19)

且　　

5T
5Ε < 0, Ε< 1 -

1
ln‖s (0)‖;

5T
5Ε > 0, Ε> 1 -

1
ln‖s (0)‖.

(20)

所以 Ε= 1 -
1

ln‖s (0)‖时, T 最小. 将式 (19) 代入

(14) ,得

T m in =
‖s (0)‖1- Ε

Β(1 - Ε) =
eln‖s (0)‖

Β .

这与定理 2 中‖s (0)‖ ν ΒöΑ情况的结果是一致
的. □

4　对到达条件参数的讨论
　　上节分析了到达条件的参数Α, Β, Ε与到达时间
T 的关系. 作为一个合理的到达条件,还应从物理实

现的角度对参数的选取作以分析. 前面已由到达条

件 sα= - (Α+ Β‖s‖Ε- 1) s得到了等式

d‖s‖
d t

= - Α‖s‖ - Β‖s‖Ε, (21)

再求二阶导数得

d2‖s‖
d t2 = - Αd‖s‖

d t
- ΒΕ‖s‖Ε- 1 d‖s‖

d t
.

(22)

将式 (21) 代入 (22) 得

　d2‖s‖öd t2 =

　 (Α+ ΒΕ‖s‖Ε- 1) (Α‖s‖ + Β‖s‖Ε) =

　Α2‖s‖ + ΑΒ(Ε+ 1)‖s‖Ε + Β2Ε‖s‖2Ε- 1. (23)

由式 (23) 最后一项可看出:若Ε< 1ö2,当‖s‖→ 0

时,加速度 d2‖s‖öd t2→∞. 而加速度无穷大,就意

味着控制力应为无穷大,这在实际中是难以实现的,

因此一般应取 Ε≥ 1ö2,或分段选取:‖s‖ < ∆时,

取 Ε≥ 1ö2;‖s‖≥∆时,任取 0 < Α< 1. 当然,限制

Ε≥ 1ö2会影响到达速度,不过这可通过适当加大Α,

Β得到补偿.

5　仿真例子
　　考虑两输入系统的变结构控制

xα=

0 1 0

1 2 1

2 3 1

x +

0 0

1 1

0 1

u ,

s =
1 0 0

1 0 1
x.

　　图 1～ 4是分别取常规到达条件 (1) 和本文到

达条件 (3) 得到的仿真结果比较 (为不使线条过多,

这里仅给出状态 x 1, x 2 和 s的运动图像). 从仿真结

果可以看出, 在通常到达条件 ( 1)下 , 图1和图3有
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图 1　常规到达条件下 x1, x2的运动　　　　　　　　　　　图 2　本文到达条件下 x 1, x2的运动

图 3　常规到达条件下 s ( t) 的运动轨线　　　　　　　　　　　图 4　本文到达条件下 s ( t) 的运动轨线

明显的抖振; 而本文到达条件 (3) 下,图 2和图 4基

本看不到抖振, 可见本文到达条件确实起到了抑制

抖振的作用.

6　结　　论
　　本文对多输入系统变结构控制提出了一个新的

到达条件,该条件的特点是,既保留了常规到达条件

的优点,又能使穿越切换流形的速度为零,从而能有

效地抑制抖振,改善控制系统的动态品质. 另外给出

了到达时间的计算公式,分析了参数对快速性的影

响,并讨论了参数的物理实现,为到达条件的有效性

和可行性提供了理论依据.
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