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时滞相关型离散时变时滞奇异系统的鲁棒镇定

马树萍, 程兆林
(山东大学 数学与系统科学学院, 济南 250100)

摘　要: 讨论含参数不确定的离散时变时滞奇异系统的时滞相关的鲁棒状态反馈稳定化问题. 在一系列等价变换

下, 阐述了其和一个不确定正常线性离散时变时滞系统的鲁棒状态反馈稳定化问题的等价关系; 利用矩阵不等式

方法, 给出一个对所有容许的不确定, 使得闭环系统正则、因果且稳定的时滞相关鲁棒状态反馈稳定化控制器存在

的充分条件以及无记忆状态反馈控制器的一个解.
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Abstract: T he robust stab ilizat ion via sta te feedback fo r t im e2varying delays discrete2t im e singu lar system s w ith

param eter uncerta in t ies is discussed. U nder a series of equ ivalen t transfo rm ation, the equ ivalence betw een th is

p rob lem and the robust stab ilizat ion via sta te feedback fo r uncerta in standard sta te2space discrete2t im e linear system s

w ith tim e2varying delays is ob tained. In term s of m atrix inequality, the delay2dependen t sufficien t condit ion is

p resen ted so that there ex ists a robust sta te feedback stab ilizing con tro ller m ak ing the clo sed2loop system is regu lar,

causal and stab le fo r all adm issib le uncerta in t ies. T he m emo ryless sta te feedback con tro ller is given.
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1　引　　言
　　近年来, 时滞不确定系统的鲁棒控制问题得到

了广泛研究[1～ 6 ], 处理方法最初多为时滞无关

的[1, 5, 6 ] , 因为时滞无关方法的保守性较大,所以时

滞相关方法的讨论越来越受到重视[2～ 4 ]. 奇异系统

是比正常状态系统更为一般的系统, 时滞奇异系统

的鲁棒控制问题目前也有不少的讨论[5, 6 ] , 特别是

连续时滞奇异系统情形. 对于离散时滞奇异系统的

鲁棒控制问题. 在时滞为常数且已知的情况下, 可

以通过系统扩维的方法将其转化为无时滞离散奇异

系统的鲁棒控制问题. 在时滞是未知常数或为时变

的情况下, 讨论比较困难, 故目前对于时滞相关的

离散时滞奇异系统的鲁棒控制问题的讨论很少.

本文考虑时滞相关的不确定离散时变时滞奇异

系统的鲁棒状态反馈稳定化问题. 在一系列等价变

换下, 阐述了其和一个不确定正常线性离散时变时

滞系统的鲁棒状态反馈稳定化问题的等价关系; 利

用矩阵不等式方法, 给出了时滞相关的鲁棒状态反

馈稳定化控制器存在的充分条件以及控制器的解.

2　问题描述及预备知识
　　考虑不确定离散时变时滞奇异系统

　　E x (k + 1) =



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

(A + ∃A ) x (k ) + (A d + ∃A d ) x (k - d (k ) ) +

(B d + ∃B d ) u (k - d (k ) ) + (B + ∃B ) u (k ) ,

x (s) = Υ(s) , s = 0, - 1,⋯, - d 2, (1)

其中: x (k ) ∈R n为状态, u (k ) ∈R p 为控制; d (k ) 为

正整数是时变时滞,且 0 < d 1≤d (k ) ≤d 2, d 1, d 2是

已知的正整数; Υ(s) 是给定的相容性初始条件; 矩

阵 E ∈R n×n奇异,且 rankE = r < n; A ,A d ,B ,B d为

已知适当维数常矩阵; ∃A , ∃A d , ∃B , ∃B d 为相应维

数的不确定参数矩阵, 且具有如下形式:

[∃A 　∃A d　∃B 　∃B d ] =

E 1∃ (k ) [F 1　F 2　F 3　F 4 ], (2)

∃ (k ) ∈R m×q 是满足 ∃T (k ) ∃ (k ) ≤ I 的未知时变矩

阵; E 1, F 1, F 2, F 3, F 4 为已知的适当维数常矩阵.

定义 1　称系统 E x (k + 1) = (A + ∃A ) x (k )

+ (A d + ∃A d ) x (k - d (k ) ) 是鲁棒稳定的, 若其对

满足∃T (k ) ∃ (k ) ≤ I的所有不确定, (E ,A + ∃A ) 是

正则的、因果的且系统渐近稳定.

本文的目的是设计一个无记忆状态反馈控制器

u (k ) = K x (k ) ,使得对满足 ∃T (k ) ∃ (k ) ≤ I 的所有

不确定, 系统 (1) 的闭环是鲁棒稳定的, 即对系统

(1) 设计一个鲁棒状态反馈稳定化控制器.

假设 1

rank
0 E 0

E A B
= n + r. (3)

　　注 1　若 ∃ (k ) = 0时无时滞奇异系统 (E ,A )

是正则的, 则假设 1即是系统 (E ,A ,B ) Y 2能控的定
义[7 ] , 它是系统 (1) 鲁棒稳定化问题有解的必要条

件.

引理 1　令 Σ1≥ 0, Σ2 > 0为给定的整数. 若存

在正定矩阵X > 0,U > 0, H > 0, Z > 0,及矩阵V

满足

- X + rU +

Σ2H + V + V T - V A TX Σλ(A - I ) T Z

- V T - U A T
d X ΣλA T

d Z

X A X A d - X 0

ΣλZ (A - I ) ΣλZA d 0 - ΣλZ

< 0,

H V

V T Z
≥ 0,

其中

r = Σ2 - Σ1 + 1,

Σλ =
1
2

(Σ2 - Σ1) (Σ2 + Σ1 - 1) + Σ2,

则离散时变时滞系统

x (k + 1) = A x (k ) + A d x (k - Σ(k ) ) ,

Σ1 ≤ Σ(k ) ≤ Σ2

是渐近稳定的.

注 2　若Σ(k ) = Σ为常时滞, 此时Σ1 = Σ2 = Σ,

则 r = 1, Σλ= Σ. 于是引理 1中LM I为离散时滞系统

x (k + 1) = A x (k ) + A d x (k - Σ) 渐近稳定的时滞

相关条件[3 ].

引理2[8 ]　给定适当维数的矩阵Y ,L 和R , Y =

Y T , 则Y + L ∃�R + R T ∃�TL T < 0成立,其中∃� = ∃ ( I

+ J ∃) - 1, ∃T ∃ ≤ I ,当且仅当存在正数 Ε> 0, 使得

Y + [Ε- 1R T　ΕL ]
I J

J T I

- 1 Ε- 1R

ΕL T
< 0.

3　主要结果
　　因为 rankE = r < n , 故存在非奇异矩阵M ,N

∈R n×n 使得

M EN =
I r 0

0 0
,M A N =

A 1 A 2

A 3 A 4

,

M A dN =
A d 1 A d 2

A d 3 A d 4

,M B d =
B d 1

B d 2

,

M B =
B 1

B 2

,M E 1 =
E 11

E 12

, x (k ) = N
x 1 (k )

x 2 (k )
,

F 1N = [F 11　F 12 ], F 2N = [F 21　F 22 ],

(4)

其中: x 1 (k ) ∈R r, x 2 (k ) ∈R n- r. 于是系统 (1) 严格

等价于系统

x 1 (k + 1) =

(A 1 + E 11∃F 11) x 1 (k ) +

(A 2 + E 11∃F 12) x 2 (k ) +

(A d 1 + E 11∃F 21) x 1 (k - d (k ) ) +

(A d 2 + E 11∃F 22) x 2 (k - d (k ) ) +

(B d 1 + E 11∃F 3) u (k - d (k ) ) +

(B 1 + E 11∃F 4) u (k ) , (5a)

0 = (A 3 + E 12∃F 11) x 1 (k ) +

　　 (A 4 + E 12∃F 12) x 2 (k ) +

　　 (A d 3 + E 12∃F 21) x 1 (k - d (k ) ) +

　　 (A d 4 + E 12∃F 22) x 2 (k - d (k ) ) +

　　 (B d 2 + E 12∃F 3) u (k - d (k ) ) +

　　 (B 2 + E 12∃F 4) u (k ). (5b)

　　根据假设 1可知矩阵[A 4　B 2 ]行满秩[7 ] , 故存

在矩阵 Q 21 ∈ R p× (n- r) ,Q 22 ∈ R p×p 使得 Q =

A 4 B 2

Q 21 Q 22

非奇异. 令 P = Q - 1,则由Q P = I 可得

[A 4　B 2 ]P = [ I n- r　0 ]. (6)

相应地, 记

A 2 B 1

A d 2 B d 1

A d 4 B d 2

P =

Aϖ2 Bϖ1

Aϖd 2 Bϖd 1

Aϖd 4 Bϖd 2

,
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F 12 F 4

F 22 F 3

P =
Fϖ12 Fϖ4

Fϖ22 Fϖ3

, (7)

对系统 (5) 作非奇异变换

x 2 (k )

u (k )
= P

xθ2 (k )

uθ (k )
, (8)

其中: xθ2 (k ) ∈ R n- r, uθ (k ) ∈ R p. 则系统 (5) 等价地

转化为

x 1 (k + 1) =

(A 1 + E 11∃F 11) x 1 (k ) +

(Aϖ2 + E 11∃Fϖ12) xθ2 (k ) +

(A d 1 + E 11∃F 21) x 1 (k - d (k ) ) +

(Aϖd 2 + E 11∃Fϖ22) xθ2 (k - d (k ) ) +

(Bϖd 1 + E 11∃Fϖ3) uθ (k - d (k ) ) +

(Bϖ1 + E 11∃Fϖ4) uθ (k ) , (9a)

0 = (A 3 + E 12∃F 11) x 1 (k ) +

　　 ( I n- r + E 12∃Fϖ12) xθ2 (k ) +

　　 (A d 3 + E 12∃F 21) x 1 (k - d (k ) ) +

　　 (Aϖd 4 + E 12∃Fϖ22) xθ2 (k - d (k ) ) +

　　 (Bϖd 2 + E 12∃Fϖ3) uθ (k - d (k ) ) +

　　E 12∃Fϖ4uθ (k ). (9b)

　　引理3 [9 ]　假定假设1成立. 若系统 (1) 存在鲁

棒状态反馈稳定化控制器 u (k ) = K x (k ) , 则一定

存在矩阵Q 21,Q 22且Q 22非奇异, 使得‖Fϖ12E 12‖ <

1, 其中‖õ‖指谱范数.

引理 1指出, 若不存在Q ,且Q 22 非奇异, 使得

‖Fϖ12E 12‖ < 1, 则系统 (5) (或系统 (1) ) 的鲁棒状

态反馈稳定化问题无解. 容易验证,‖Fϖ12E 12‖ 只

与 Q , 即Q 21,Q 22 的选取有关,而与M ,N 的选取无

关[9 ].

下面考察系统 (9) , 若‖Fϖ12E 12‖ < 1, 则 I n- r

+ E 12∃Fϖ12 对所有满足 ∃T (k ) ∃ (k ) ≤ I 的不确定非

奇异,根据 ( I + CD ) - 1 = I - C ( I + D C ) - 1D , 推得

　　 ( I n- r + E 12∃Fϖ12) - 1 = I n- r - E 12∃δFϖ12,

　　 ∃δ = ∃ ( I q + Fϖ12E 12∃) - 1. (10)

经过计算, 系统 (9) 可等价转化为

x 1 (k + 1) =

(Aδ
1 + Eδ1∃δFδ1) x 1 (k ) +

(Aδ
d 1 + Eδ1∃δFδ21) x 1 (k - d (k ) ) +

(Aδ
d 2 + Eδ1∃δFδ22) xθ2 (k - d (k ) ) +

(Bδ
d 1 + Eδ1∃δFδ3) uθ (k - d (k ) ) +

(Bϖ1 + Eϖ1∃δFϖ4) uθ (k ) , (11a)

xθ2 (k ) = - (A 3 + E 12∃δF
δ

1) x 1 (k ) -

　 　 　 (A d 3 + E 12∃δF
δ

21) x 1 (k - d (k ) ) -

　 　 　 (Aϖd 4 + E 12∃δF
δ

22) xθ2 (k - d (k ) ) -

　 　 　 (Bϖd 2 + E 12∃δF
δ

3) uθ (k - d (k ) ) -

　 　 　E 12∃δFϖ4uθ (k ) , (11b)

其中

Aδ
1 = A 1 - Aϖ2A 3,Aδ

d 1 = A d 1 - Aϖ2A d 3,

Aδ
d 2 = Aϖd 2 - Aϖ2A

ϖ
d 4,Bδ

d 1 = Bϖd 1 - Aϖ2B
ϖ

d 2,

E
δ

1 = E 11 - Aϖ2E 12,

Fδ1 = F 11 - Fϖ12A 3, Fδ21 = F 21 - Fϖ12A d 3,

Fδ22 = Fϖ22 - Fϖ12A
ϖ

d 4, Fδ3 = Fϖ3 - Fϖ12B
ϖ

d 2.

(12)

　　记

x
δ(k ) = [x T

1 (k ) , xθT
2 (k - 1) ,

x T
1 (k - 1) , xθT

2 (k - 2) ]T ,

u
δ(k ) = [uθT (k ) , uθT (k - 1) ]T , (13)

将系统 (11) 重写为

x
δ(k + 1) =

(Aδ + ∃A
δ) x

δ(k ) +

(Aδ
d - 1 + ∃Aδ

d - 1) xδ(k - d (k ) + 1) +

(Bδ + ∃Bδ) u
δ(k ) +

(Bδ
d - 1 + ∃Bδ

d - 1) u
δ(k - d (k ) + 1) , (14)

其中

A
δ =

Aδ
1 0 0 0

- A 3 0 0 0

I r 0 0 0

0 I n- r 0 0

,B
δ =

Bϖ1 0

0 0

0 0

0 0

,

Aδ
d - 1 =

0 Aδ
d 2 Aδ

d 1 0

0 - Aϖd 4 - A d 3 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,

B
δ

d - 1 =

0 Bδ
d 1

0 - Bϖd 2

0 0

0 0

,

∃Aδ = Eδ∃δFδ, ∃Aδ
d - 1 = Eδ∃δFδd - 1,

∃B
δ = E

δ∃δ[Fϖ4　0 ], ∃B
δ

d - 1 = E
δ∃δ[ 0　F

δ
3 ],

Eδ = [EδT
1　 - E T

12　0　0 ]T ,

F
δ = [F

δ
1　0　0　0 ],

F
δ

d - 1 = [ 0　F
δ

22　F
δ

21　0 ]. (15)

　　 通过变换式 (4) , (8) , (13) , 将离散奇异系统

(1) 转化为系统 (14) , 注意到系统 (14) 是一个时滞

为 d (k ) - 1的正常线性离散时变时滞系统, 若系统

(14) 的鲁棒镇定问题与奇异系统 (1) 的鲁棒镇定问

题等价, 只要考虑系统 (14) 的鲁棒镇定问题即可得

到离散奇异系统 (1) 的鲁棒镇定问题的解. 这就是

下面要考虑的问题.

定理1　假定假设1成立. 则系统 (1) 存在鲁棒

稳定化控制器u (k ) = K x (k ) 的充分必要条件是,存
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在非奇异矩阵Q =
A 4 B 2

Q 21 Q 22

,且Q 22非奇异, 使得

系统 (14) 存在鲁棒状态反馈稳定化控制器

uδ(k ) = K
δxδ(k ) , K

δ =
K{ 0 0 0

0 0 K{ 0
. (16)

　　证明　必要性. 若系统 (1) 存在鲁棒状态反馈

稳定化控制器u (k ) = K x (k ) , 则由假设1 及等价变

换 (4) 知, 系统 (5) 与状态反馈 u (k ) = K 1x 1 (k ) +

K 2x 2 (k ) , [K 1　K 2 ] = KN , 构成的闭环系统是鲁

棒稳定的. 取Q =
A 4 B 2

- K 2 I p

, 根据变换 (8) , 推

得 uθ (k ) = K 1x 1 (k ) , 令K{ = K 1, 则系统 (14) 与 (16)

构成的闭环系统是鲁棒稳定的.

充分性. 假定存在矩阵Q 使得系统 (14) 存在

鲁棒状态反馈稳定化控制器 (16) , 则根据变换

(8) , 取控制

u (k ) = [Q - 1
22 K{ 　 - Q - 1

22 Q 21 ]N - 1x (k ) , (17)

则其与系统 (1) 构成的闭环系统鲁棒稳定. □

定理 2　假设 1成立. 若存在矩阵 Y i > 0, i =

1,⋯, 4, S > 0, R > 0, H
δ > 0,及矩阵V

δ,W 满足

7 11 - V
δ 7 12 dθ7 13 7 14 0

3 - S 7 21 dθ7 22 7 23 0

3 3 - Yδ 0 0 7 34

3 3 3 - dθR 0 dθEδ

3 3 3 3 - I - Fϖ12E 12

3 3 3 3 3 - I

< 0,

Hδ Vδ

VδT YR - 1Y
≥ 0, (18)

其中

7 11 = - Y + Yδ + rS + (d 2 - 1)Hδ + Vδ + VδT ,

Y = diag{Y 1, Y 2, Y 3, Y 4}, Yδ = diag{Y 3, Y 4, 0, 0},

Y� = diag{Y 1, Y 2}, r = d 2 - d 1 + 1,

dθ =
1
2

(d 2 - d 1) (d 2 + d 1 - 3) + d 2 - 1,

7 12 =
Y 1A

δT
1 + W TBϖT

1 - Y 1A
T
3

0 0
,

7 22 = [7 21　0 ], 7 13 =

Y 3 0

7 12 0 Y 4

0 0

- Y ,

7 14 =
Y 1FδT

1 + W TFϖT
4

0
,

7 21 =

0 0

Y 2A
δT

d 2 - Y 2A
ϖT

d4

Y 1A
δT

d 1 + W TB
δT

d 1 - Y 1A
T
d 3 - W TBϖT

d 2

0 0

,

　7 23 =

0

Y 2F
δT

22

Y 1F
δT

21 + W T F
δT

3

0

, 7 34 =
E
δ

1

- E 12

, (19)

则系统 (1) (或系统 (5) ) 的鲁棒状态反馈稳定化问

题有解, 系统 (1) 的一个鲁棒控制器为 (17) , 其中

K{ = W Y - 1
1 .

证明　由定理 1知,在假设 1下,系统 (1) (或系

统 (5) ) 的鲁棒状态反馈稳定化问题等价于系统

(14) 的鲁棒状态反馈稳定化问题. 再由引理 1,系统

(14) 与控制 (16) 构成的闭环系统是鲁棒稳定的,若

存在正定矩阵X > 0, H > 0,U > 0, Z > 0,及矩阵

V 对所有满足 ∃T (k ) ∃ (k ) ≤ I 的不确定, 满足

- X + rU + (d 2 -

1)H + V + V T
- V

3 - U

3 3
3 3

→

←

(Aδ + BδKδ +

∃Aδ + ∃BδKδ) TX

dθ (Aδ + BδKδ + ∃Aδ +

∃BδKδ - I ) TZ

(Aδ
d - 1 + Bδ

d - 1Kδ +

∃Aδ
d - 1 + ∃Bδ

d - 1Kδ) TX

dθ (Aδ
d - 1 + Bδ

d - 1Kδ +

∃Aδ
d - 1 + ∃Bδ

d - 1Kδ) TZ

- X 0

3 - dθZ

< 0,

H V

V T Z
≥ 0. (20)

根据式 (15) 及引理 2, 并利用 Schu r 补偿方法, 式

(20) 等价于存在正数 Ε> 0,使得
- X + rU + (d 2 -

1)H + V + V T
- V (Aδ + BδKδ) TX

3 - U (Aδ
d - 1 + Bδ

d - 1Kδ) TX

3 3 - X

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

dθ (Aδ +

BδKδ - I ) TZ

Ε- 1 (Fδ +

[Fϖ4　0 ]Kδ) T
0

dθ (Aδ
d - 1 +

Bδ
d - 1Kδ) TZ

Ε- 1 (Fδd - 1 +

[0　Fδ3 ]Kδ) T
0

0 0 ΕX Eδ

- dθZ 0 ΕdθZ Eδ

3 - I - Fϖ12E 12

3 3 - I

< 0. (21)

取

T 1 = diag{Ε- 1X - 1, Ε- 1X - 1,

Ε- 1X - 1, Ε- 1Z - 1, I , I },

T 2 = diag{Ε- 1X - 1, Ε- 1X - 1}, Rϖ = Ε- 2Z - 1,
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Sθ = Ε- 2X - 1U X - 1, H{ = Ε- 2X - 1H X - 1,

Vϖ = Ε- 2X - 1V X - 1,

Yϖ = Ε- 2X - 1 = diag{Y 1, Y 2, Yϖ3, Yϖ4},

Y 3 = Y 1Yϖ- 1
3 Y 1, Y 4 = Y 2Yϖ- 1

4 Y 2,

S = T 3S
θT T

3 , H
δ = T 3H

{ T T
3 ,

V
δ = T 3V

ϖT T
3 , R = T 3R

ϖT T
3 ,W = K{ Y 1,

T 3 = diag{I , I , Y 1Yϖ- 1
3 , Y 2Yϖ- 1

4 },

T 52 = diag{T 3, I , I },

T 5 = diag{T 51, T 52}, T 6 = diag{T 3, T 3}, (22)

T 4 =

0 Y 1Yϖ- 1
3 0

0 0 Y 2Yϖ- 1
4

0 0 0

, T 51 =

T 3 0 T 4

0 T 3 0

0 0 T 3

.

不等式 (21) 左乘 T 5T 1,右乘以 (T 5T 1) T , (20) 的第 2

个不等式左乘 T 6T 2, 右乘以 (T 6T 2) T , 即有 (18) 成

立. □

注 3　对于离散奇异系统的镇定问题, 很难用

原系统的系数矩阵给出一个LM I条件; 对于鲁棒镇

定问题, 更是如此. 虽然不等式 (18) 是用系统 (1)

变换后的系数矩阵给出的, 并不是LM I, 但可利用

锥补算法[2, 3 ] 求得问题的解.

4　结　　语
　　本文讨论了不确定离散时变时滞奇异系统的鲁

棒状态反馈稳定化问题. 指出问题可等价转化为一

个不确定正常线性离散时变时滞系统的鲁棒状态反

馈稳定化问题, 并利用矩阵不等式给出了时滞相关

的问题可解的充分条件以及无记忆状态反馈控制器

的解. 需要指出,本文的方法对于输出反馈问题很

难应用.
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