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基于模糊L yapunov函数的离散模糊时滞系统H ∞控制
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摘　要: 研究一类离散T akagi2Sugeno (T 2S)模糊时滞系统的稳定性分析和H ∞控制器设计问题. 通过构造适当的模

糊L yapunov函数,给出一种新型的基于线性矩阵不等式 (LM I)的时滞相关稳定性充分条件,该条件比以往结果具有

更小的保守性;在此基础上,提出了H ∞模糊状态反馈控制器的设计方法. 仿真结果表明了所提方法的有效性.
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Abstract: T he stab ility analysis and H ∞ con tro ller design p rob lem s fo r discrete2t im e delay T akagi2Sugeno (T 2S)

system s are studied. In term s of linear m atrix inequality (LM I) , delay2dependen t stab ility sufficien t condit ions

fo r the discrete fuzzy system s are derived via constructing an app rop ria te fuzzy w eigh t2dependen t L yapunov

function. A nd the p ropo sed condit ions are less conservative than the p revious resu lts. T he design schem e fo r the H ∞

fuzzy sta te2feedback con tro llers is a lso p rovided. T he sim ulation examp les show the effectiveness of the p ropo sed

m ethod.
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1　引　　言
　　近年来,国内外学者利用T akagi2Sugeno (T 2S)

模糊控制方法对非线性时滞系统作了较多的研究工

作[1～ 5 ]. 但在现有的文献中,对于离散模糊时滞系统

的研究比较少,而且所获得的稳定性和稳定化条件

都是时滞无关的[1, 5 ] ,当系统时滞较小时具有较强的

保守性. 目前,基于离散T 2S模糊模型的时滞相关稳

定性分析与综合问题还有待研究. 另外,目前模糊控

制系统设计通常以公共L yapunov 函数解法[1 ]为基

础, 当模糊规则较多时, 往往很难找到这个公共

L yapunov 函数解. 最近一些学者 [6 ]进行了模糊

L yapunov 方法研究,以减小设计的保守性,但适用

于时滞系统的结果还较少见.

针对上述问题,本文以一类离散T 2S 模糊时滞
系统为研究对象,通过构造合适的模糊L yapunov函

数,给出一种新型的时滞相关稳定性判据;在此基础

上,给出模糊H ∞控制器存在的充分条件,并利用锥

补线性化算法[7, 8 ] ,提出基于LM I的控制器综合设

计方案.

2　系统描述及引理
　　考虑一类离散T 2S模糊时滞系统

　　R i: If Λ1 (k ) is m i1 and ⋯ and Λl (k ) is m il,



　　T hen

　　

x (k + 1) = A ix (k ) + A d ix (k - Σ) +

　　　　 　B iu (k ) + D iw (k ) ,

z (k ) = C ix (k ) + C d ix (k - Σ) ,

x (s) = <(s) , s = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

　　　　　　i = 1, 2,⋯, r.

(1)

其中: r 为模糊规则数, Λ1 (k ) ,⋯, Λl (k ) 为模糊规则

前件变量,m it 为模糊语言值集合; x (k ) ∈ R n , u (k )

∈R m , z (k ) ∈R n1分别为系统状态、控制输入和控制

输出向量; w (k ) ∈ R m 1 为外界干扰输入, 且满足

w (k ) ∈ l2 [ 0,∞) ; Σ > 0 为系统状态时滞; A i,A d i,

B i, C i, C d i,D i 是具有合适维数的已知常数矩阵; <(s)

是系统状态的初始向量.

去模糊化后系统 (1) 的全局模糊模型为

x (k + 1) = ∑
r

i= 1
h i (Λ(k ) ) [A ix (k ) +

　　 　　　A d ix (k - Σ) +

　　 　　　B iu (k ) + D iw (k ) ],

z (k ) = ∑
r

i= 1
h i (Λ(k ) ) [C ix (k ) +

　 　　C d ix (k - Σ) ],

(2)

其中

Λ(k ) = [Λ1 (k ) ,⋯, Λl (k ) ],

h i (Λ(k ) ) = Ξi (Λ(k ) ) ∑
r

i= 1
Ξi (Λ(k ) ) ,

Ξi (Λ(k ) ) = ∏
l

t= 1
m it (Λt (k ) ).

m it (Λt (k ) ) 表示Λt (k ) 对应于m it的隶属度,这里有性

质: h i (Λ(k ) ) ≥ 0,∑
r

i= 1
h i (Λ(k ) ) = 1. 为便于描述,以

下在不引起混淆的情况下, 将用 h i 表示 h i (Λ(k ) ) ,

h+
p 表示 hp (Λ(k + 1) ).

引理 1[9 ]　对于任意具有合适维数的矩阵X , Y

和矩阵 S > 0,有

X TY + Y TX ≤X TS X + Y TS - 1Y.

3　时滞相关稳定性判据
　　记 Φ(k ) = x (k + 1) - x (k ) ,则有

x (k ) = x (k - Σ) + ∑
k- 1

s= k - Σ
Φ(s) , (3)

那么对于具有合适维数的任意矩阵H 1, H 2,有

H (x ) = 2x
�T (k )H

� [x (k ) -

x (k - Σ) - ∑
k- 1

s= k- Σ
Φ(s) ] = 0, (4)

这里

x
� (k ) = [x T (k )　x T (k - Σ) ]T ,

H
� = [H T

1　H T
2 ]T.

　　定理 1　如果存在具有合适维数的矩阵 H 1,

H 2,正定对称矩阵Q 1,Q 2和 P i,对于 i, p = 1, 2,⋯,

r,有以下LM I成立:

5 1 - H 1 + H T
2 A T

i P p (A T
i - I )Q 2 H 1

3 5 2 A T
d iP p A T

d iQ 2 H 2

3 3 - P p 0 0

3 3 3 - Σ- 1Q 2 0

3 3 3 3 - Σ- 1Q 2

< 0,

(5)

其中: 5 1 = - P i + Q 1 + H 1 + H T
1 , 5 2 = - Q 1 - H 2

- H T
2 , 3 表示矩阵对称位置元素的转置, 则系统

(2) 的自治系统 (即 u (k ) = 0,w (k ) = 0) 渐近稳定.

证明　对系统 (2) 构造如下形式的时滞相关型

模糊L yapunov函数:

V (k ) = V 1 (k ) + V 2 (k ) + V 3 (k ) ,

V 1 (k ) = x T (k ) (∑
r

i= 1
h iP i) x (k ) ,

V 2 (k ) = ∑
k- 1

s= k- Σ
x T (s)Q 1x (s) ,

V 3 (k ) = ∑
- 1

Η= - Σ
∑
k- 1

s= k+ Η
ΦT (s)Q 2Φ(s) ,

显然 Π x (k ) ≠ 0,V (k ) > 0. 定义 ∃V (k ) = V (k +

1) - V (k ) ,根据引理 1,沿系统 (2) 的自治系统有

∃V 1 (k ) = x T (k + 1) (∑
r

p = 1

h +
p P p ) x (k + 1) -

x T (k ) (∑
r

i= 1

h iP i) x (k ) =

∑
r

p = 1
∑

r

i= 1
∑

r

j = 1
h +

p h ih j [x
�T (k )A

�T
i P pA

�
j x
� (k ) -

x T (k ) P ix (k ) ] ≤

∑
r

l= 1
∑

r

i= 1

h+
p h i [x�T (k )A

�T
i P pA

�
ix
� (k ) -

x T (k ) P ix (k ) ],

其中A
�

i = [A i　A d i ];

∃V 2 (k ) = x T (k )Q 1x (k ) -

x T (k - Σ)Q 1x (k - Σ) ;

∃V 3 (k ) = ΣΦT (k )Q 2Φ(k ) -

∑
k- 1

s= k- Σ
ΦT (s)Q 2Φ(s).

另外,由引理 1可知,

- 2x
�T (k )H

�∑
k- 1

s= k - Σ
Φ(s) ≤

Σx�T (k )H�Q - 1
2 H�T x� (k ) + ∑

k- 1

s= k- Σ
ΦT (s)Q 2Φ(s).

　　综合上述各式,并考虑式 (4) ,经整理可得
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∃V (k ) =

∃V 1 (k ) + ∃V 2 (k ) + ∃V 3 (k ) =

∃V 1 (k ) + ∃V 2 (k ) + ∃V 3 (k ) + H (x ) ≤

∑
r

p = 1
∑

r

i= 1
h +

p h ix
�T (k ) 7 p ix

� (k ) , (6)

其中

7 p i =

A T
i

A T
d i

P p

A T
i

A T
d i

T

+
5 1 - H 1 + H T

2

3 5 2

+

Σ
A T

i - I

A T
d i

Q 2

A T
i - I

A T
d i

T

+ Σ
H 1

H 2

Q - 1
2

H 1

H 2

T

.

根据 Schu r补引理[10 ] ,LM I(5) 可保证 7 p i < 0, i, p

= 1, 2,⋯, r,于是有 ∃V (k ) < 0,故系统 (2) 的自治

系统是渐近稳定的. □

当式 (5) 中的P i取为P 1 = P 2 = ⋯ = P r = P ,

H 1 = H 2 = 0,Q 2 = ΕΣ- 1 I (Ε为一个充分小的正常
数 ) 时, 式 (5) 等价于文献 [ 1 ] 提出的基于公共

L yapunov函数的时滞无关稳定性充分条件. 而在定

理 1中,待定矩阵H 1, H 2, P i和Q 2完全是自由的,其

最优解可通过求解LM I(5) 获得,所以本文定理1蕴

涵了文献[ 1 ] 的结果,且具有更小的保守性.

4　H ∞模糊控制器设计
　　对系统 (2) 设计一个并行分布补偿 (PDC) 模糊

控制器[1～ 6 ] ,其全局控制输出为

u (k ) = ∑
r

i= 1
h iK ix (k ) , (7)

其中 K i ( i = 1, 2,⋯, r) 为待求解的控制器增益矩

阵. 由系统 (2) 和控制器 (7) 构成的闭环系统为

x (k + 1) = ∑
r

i= 1
∑

r

j = 1
h ih j [G ijx (k ) +

　 　　　　A d ix (k - Σ) + D iw (k ) ],

z (k ) = ∑
r

i= 1
h i [C ix (k ) + C d ix (k - Σ) ],

(8)

其中G ij = A i + B iK j.

对于闭环系统 (8) 的 H ∞ 控制问题, 有如下结

论:

定理 2　给定常数Χ> 0,如果存在具有合适维

数的对称正定矩阵Q 1,Q 2, Y , P i, X i,矩阵H 1, H 2 和

K j ,对于 i, j , p = 1, 2,⋯, r,有如下式子成立:

5 1 - H 1 + H T
2 0 G T

ij

3 5 2 0 A T
d i

3 3 - Χ2 I D T
i

3 3 3 - X p

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

→

←

GT
ij - I H 1 C T

i

A T
d i H 2 C T

d i

D T
i 0 0

0 0 0

- Σ- 1Y 0 0

3 - Σ- 1Q 2 0

3 3 - I

< 0, (9)

P pX p = I ,Q 2Y = I , (10)

其中: 5 1, 5 2 的定义与定理 1一致, 3 表示矩阵对称
位置元素的转置, 则存在模糊控制器 (7) , 使得闭环

控制系统 (8) 渐近稳定, 且H ∞ 范数小于给定的界

Χ.
证明　定理 2的证明分为内部稳定性和H ∞特

性分析两部分. 类似于定理 1 的推导过程不难证明

闭环系统 (8) 的内部稳定性, 所以这里仅证明其满

足H ∞控制性能的部分.

设外界干扰输入w (k ) ≠ 0, 且w (k ) ∈ l2 [ 0,

∞) ,引入H ∞性能指标函数

J = ∑
∞

k= 0
[z T (k ) z (k ) - Χ2w T (k )w (k ) ]. (11)

根据引理 1有

z T (k ) z (k ) =

∑
r

i= 1
∑

r

j = 1
h ih j [C ix (k ) + C d ix (k - Σ) ]T ×

[C jx (k ) + C d jx (k - Σ) ] ≤

∑
r

i= 1
h i [C ix (k ) + C d ix (k - Σ) ]T ×

[C ix (k ) + C d ix (k - Σ) ].

在系统零初始状态情况下,可以导出

J = ∑
∞

k= 0
[z T (k ) z (k ) - Χ2w T (k )w (k ) +

∃V (k ) ] ≤

∑
∞

k= 0
∑

r

p = 1
∑

r

i= 1
∑

r

j= 1

h+
p h ih j ΓT (k ) . p ij Γ(k ). (12)

其中

Γ(k ) = [x T (k )　x T (k - Σ)　w T (k ) ]T ,

. p ij =

GT
ij

A T
d i

D T
i

P p

G T
ij

A T
d i

D T
i

T

+

　　　

5 1 - H 1 + H T
2 0

3 5 2 0

3 3 - Χ2 I

+

　　　Σ

GT
ij - I

A T
d i

D T
i

Q 2

GT
ij - I

A T
d i

D T
i

T

+
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　　Σ
H 1

H 2

0

Q - 1
2

H 1

H 2

0

T

+

C T
i

C T
d i

0

C T
i

C T
d i

0

T

.

令X p = P - 1
p (p = 1,⋯, r) , Y = Q - 1

2 ,由 Schu r补引

理[10 ] ,若式 (9) 和 (10) 成立,则有J < 0,闭环控制系

统 (8) 满足H ∞范数界 Χ约束. □

在定理 2 中, 式 (10) 不是 LM I, 因此不能用

M atlab的LM I工具箱直接求解出控制器 (7) 的增益

矩阵. 基于锥补线性化算法[7 ] ,可将定理 2的非凸可

行性问题转化为一个满足LM I约束条件的非线性

规划问题,即

m in trace (∑
r

p = 1

P pX p + Q 2Y ) , (13)

s. t. 式 (9) ,

　　
P p I

I X p

≥ 0,
Q 2 I

I Y
≥ 0,

　　p = 1,⋯, r. (14)

当m in trace (∑
r

p = 1
P pX p + Q 2Y ) = (r + 1) n 时,定理

2中的充分条件可解.

上述非线性规划问题的具体迭代求解算法可参

考文献[ 7, 8 ],此略.

5　数值仿真
　　例 1　考虑如下含有时滞的离散模糊自治系

统:

模糊子系统 1

x (k + 1) =
0. 4 - Α 0

0. 1 0. 6
x (k ) +

- 0. 25 0

0 - 0. 1
x (k - Σ) ,

　　模糊子系统 2

x (k + 1) =
0. 4 + Α 0

0. 1 0. 6
x (k ) +

- 0. 25 0

0 - 0. 1
x (k - Σ).

这里Α为不确定参数,且 ûΑû≤Α1; x (k ) ∈ [ - 1, 1 ],

模糊隶属度函数取为 h1 (x 1 (k ) ) = 0. 5[ 1 + x 1 (k ) ],

h 2 (x 1 (k ) ) = 1 - h 1 (x 1 (k ) ). 对于不同的时滞参数 Σ
> 0,采用时滞无关稳定性分析方法[1, 5 ] 和采用本文

定理1所获得的Α1的最大值分别列于表1. 从结果比
表 1　Α1 的最大容许值

Σ 2 4 7

文献[ 1 ]方法 0. 348 0. 348 0. 348

文献[ 5 ]方法 0. 350 0. 350 0. 350

本文定理 1方法 0. 531 0. 420 0. 364

较可知, 本文的时滞相关稳定性判据具有较小的保

守性,尤其是当系统时滞较小时.

　　例 2　考虑离散非线性时滞系统

x 1 (k + 1) =

x 1 (k ) + 0. 02x 1 (k ) x 2 (k ) +

0. 1x 1 (k - 2) + u (k ) + 0. 3w (k ) ,

x 2 (k + 1) =

0. 05x 2
1 (k ) - 0. 5x 2 (k ) +

0. 1x 2 (k - 2) + 0. 15w (k ) ,

z (k ) = x 1 (k ).

(15)

设 x 1 (k ) 可测,且 x 1 (k ) ∈ [ - 2, 3 ]. 建立系统 (15)

的 T 2S 模糊模型, 对 x 1 (k ) 取极大 (R 1: x 1 (k ) = 3)

和极小 (R 2: x 1 (k ) = - 2) 两个模糊集, 其隶属函

数分别为 h 1 (x 1 (k ) ) = (x 1 (k ) + 2) ö5和 h 2 (x 1 (k ) )

= 1 - h 1 (x 1 (k ) ) ,对应于模糊模型 (1) 的有关参数

为

A 1 =
1 0. 06

0. 15 - 0. 5
,

A d 1 = A d 2 =
0. 1 0

0 0. 1
,

A 2 =
1 - 0. 04

- 0. 1 - 0. 5
,

B 1 = B 2 =
1

0
,D 1 = D 2 =

0. 3

0. 15
,

C 1 = C 2 = [ 1　0 ], C d 1 = C d 2 = 0, Σ= 2.

　　给定 Χ= 0. 5,求解非线性规划问题 (13) ,可以

获得模糊H ∞控制器 (7) 的分布补偿增益矩阵

K 1 = [ - 0. 892　 - 0. 021 5 ],

K 2 = [ - 0. 905　0. 016 7 ].

设系统的初始状态为 x (0) = [ 2　 - 1 ]T ,外界干扰

输入w (k ) = bö(21 + 20k ) , b为[ 0, 2 ] 区间内的随

机数,采样周期取 T 0 = 0. 02 s. 当控制输入 u (k ) =

0时,系统 (15) 是不稳定的. 在本文设计的模糊控制

器作用下,闭环控制系统 (15) 的状态响应曲线如图

1所示.

图 1　闭环控制系统响应曲线

(下转第558页)
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4　结　　论
　　本文首先将仿射非线性系统的逆最优控制问题

的结论扩展到一类单输入非仿射非线性系统,不必

解HJB 方程便设计出一族参数化的逆最优控制器,

从而使得控制器的设计更加灵活; 然后在耗散性理

论的框架下研究了当系统为耗散系统时的逆最优镇

定性问题,得到相应的结论. 在输出反馈控制的意义

下,揭示了耗散系统的稳定性与最优性间的等价关

系,无源性结论也包含其中.
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6　结　　论
　　本文为离散T akagi2Sugeno 模糊时滞控制系统

的稳定性分析和模糊H ∞控制器设计问题的研究提

供了一种新方法. 所得结果不仅是时滞相关的,而且

避免了寻找公共L yapunov函数解的困难,具有较小

的保守性. 关于如何简化控制器参数设计,并将其应

用于实际系统的问题尚待进一步研究.
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