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一类非线性耗散系统的逆最优控制

李桂芳, 孙勇成, 杨成梧
(南京理工大学 动力学院, 南京 210094)

摘　要: 首先研究一类单输入非仿射非线性系统的逆最优控制问题, 其代价泛函为非线性2非二次型, 设计出一族

参数化的状态反馈逆最优控制器; 然后讨论当该系统为耗散系统时, 在供给率为二次型的耗散性理论框架下,给出

使系统渐近稳定的李雅普诺夫函数和镇定控制律, 并通过适当选取代价泛函中的参数,使得李雅普诺夫函数也是最

优值函数,进而揭示出耗散系统在线性输出反馈意义下稳定性与最优性之间的等价关系.
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Abstract: T he inverse op tim al con tro l p rob lem of a class of single2inpu t non2affine non linear system s w ith non linear2
nonquadratic co st functional is addressed. A fam ily of param eterized con tro llers are designed. W hen the system is

dissipative, in the fram ew o rk of dissipativity theo ry w ith quadratic supp ly rates, the L yapunov function and the

stab ilizing con tro l law that p rovide asymp to tical stab ility of the clo sed2loop system are derived. T he L yapunov

function is the op tim al value function by choo sing app rop ria te param eters of the co st functional. T he equ ivalen t

rela t ionsh ip betw een stab ility and op tim ality of non linear dissipative system s is expo sed in the sense of linear ou tpu t

feedback con tro l.
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1　引　　言
　　耗散性是网络理论中无源性的推广, 目前已形

成较为系统的理论体系,这方面的研究正受到越来

越多的重视. 一方面,耗散性与稳定性之间有着紧密

的联系,耗散性理论可用来解决非线性系统的镇定

问题;另一方面,它也为李雅普诺夫函数的构造提供

了新的有效途径.

在实际问题的研究中,除要求系统具有稳定性

外,常常还希望对某个性能指标系统具有最优性,因

此有必要研究最优控制问题. 通常最优控制问题会

归结为求解H am iltan2Jacob i2Bellm an (HJB )方程,

但这并非易事. 为避免求解HJB 方程, F reem an 和

Koko tovic 提出了逆最优控制理论. 与直接的最优

控制不同, 逆最优控制并不是通过求解控制器来最

小化一个事先给定的代价泛函, 而是用由使系统镇

定的李雅普诺夫函数设计得到的控制器来最小化某

个待定的代价泛函. 选取适当的代价泛函中的参数,

可使该李雅普诺夫函数也是相应的优化值函数,从

而保证了系统的稳定性和最优性. 这样,求解逆最优

控制问题便转化为构造适当的李雅普诺夫函数的问

题,应用耗散性理论便可以将问题解决.

长期以来控制界对逆最优控制理论及其应用进



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

行了不断的探索, 并取得了一些研究成果.

Kalm an [1 ]首先解决了线性二次型逆最优控制问题,

给出了这一问题的完美解. 更进一步,随着非线性系

统理论的深入发展, 文献[ 2～ 5 ]等又讨论了非线性

系统的逆最优控制问题, 但研究的对象是仿射非线

性系统, 并且最小化的是通常形式的代价泛函. 近

年来,部分学者开始探讨仿射非线性系统关于非线

性2非二次型代价泛函的逆最优控制问题, 如文献

[ 2, 6 ]等. 非线性2非二次型代价泛函不同于通常讨
论的所谓有意义的代价泛函, 它其中的控制交叉项

通常要降低系统的稳定裕度或增益, 但它也可以为

控制器提供更灵活的设计方法, 使得系统具有更好

的稳态性能. 目前基于耗散性理论研究非仿射非线

性系统的逆最优控制问题的文献还较少.

本文首先研究了一类单输入非仿射非线性系统

的逆最优控制问题,设计出一族参数化的逆最优控

制器; 然后基于耗散性理论进一步讨论当该系统为

耗散系统时的相应结论; 并在线性输出反馈控制的

意义下,揭示出非线性耗散系统的稳定性与最优性

之间的等价关系,所得结论可包含无源系统的相应

结论.

2　问题描述及预备知识
　　在本文中,L f h (x ) 表示 h 关于 f 的李导数.

考虑一类单输入非仿射非线性系统[7 ]

xα= f 0 (x ) + g 0 (x ) u + g 1 (x ) u 2,

y = h (x ). (1)

其中: x ∈R n是状态; u∈R m 和 y ∈R p 分别是控制

输入和输出; f 0, g 0, g 1 和 h 是光滑映射,且 f 0 (0) =

0, h (0) = 0.

定义 1[8 ]　称系统 (1) 关于供给率 s (u , y ) 是耗

散的, 如果存在正定函数V (称为存储函数) ,V : R n

→R + ,且V (0) = 0和一个连续函数 <: R n × R m →

R ,且 <(x , u ) 对每个 u 都是正的,使得对所有 x 0 ∈

X , t≥ t0 以及所有的输入函数 u ,有

V (x ( t) ) - V (x ( t0) ) =

∫
t

t0

[s (u (Σ) , y (Σ) ) - <(x (Σ) , u (Σ) ) ]dΣ,

Π (x , u ) ∈R n ×R m. (2)

如果V 连续可微, 则耗散等式 (2) 可等价于如下微

分形式:

Vα(x ) = s (u , y ) - <(x , u ). (3)

这里考虑二次型供给率

s (u , y ) = y TQ y + 2y TS u + uTR u ,

其中: Q , S , R 是适维矩阵,且Q 和R 是对称矩阵.

注 1　无源性和Χ2耗散性都是基于二次型供给
率的耗散性的特例.

考虑如下非线性 2非二次型的代价泛函:

J (x 0, u (õ) ) =∫
∞

0
(L 1 (x ) + L 2 (x ) u +

L 3 (x ) u 2) d t, (4)

其中: L 1: R n→R ; L 2: R n→R 及L 3: R n→R ,且L 2 (0)

= 0,L 3 (x ) ≥ 0.

记系统 (1) 的渐近镇定控制器的集合为

U (x 0). 本文的主要任务是研究系统 (1) 的逆最优

控制问题,下面给出其描述.

逆最优控制问题　对系统 (1) 寻找适当的李雅

普诺夫函数和控制律,使得闭环系统渐近稳定,并通

过选择代价泛函中的参数, 使该李雅普诺夫函数也

是优化值函数.

引理 1　系统 (1) 关于二次型供给率 s (u , y )

是耗散的,当且仅当存在C 2正定函数V (x ) ,且V (0)

= 0及实函数 h (x ) ∈R q, l (x ) ∈R q,使得

L f 0 (x )V (x ) = y TQ y - l (x ) T l (x ) , (5a)

L g 0 (x )V (x ) = 2y TS - 2l (x ) Tk (x ) , (5b)

L g 1 (x )V (x ) = R - k (x ) T k (x ). (5c)

　　证明　充分性. 若式 (5a)～ (5c) 成立,则

Vα(x ) =

L f 0 (x )V (x ) + L g 0 (x )V (x ) + L g 1 (x )V (x ) u 2 =

y TQ y - l (x ) T l (x ) + 2 (y TS -

l (x ) Tk (x ) ) u + (R - k (x ) T k (x ) ) u 2 =

(y TQ y + 2y TS u + uTR u ) -

( l (x ) + k (x ) u ) 2. (6)

由耗散性的定义知, 系统 (1) 关于二次型供给率

s (u , y ) 是耗散的.

必要性. 若系统 (1) 关于二次型供给率 s (u , y )

是耗散的, 则必存在正定函数 V (x ) 和连续函数

<(x ) 满足式 (3). 又由于Vαû (1) 和供给率 s (u , y ) 都是

u 的二次函数, 因此也存在适维的实函数 l (x ) ,

k (x ) 使得 <(x , u ) = [ l (x ) + k (x ) u ]T [ l (x ) +

k (x ) u ],这样便有

L f 0 (x )V (x ) + L g 0 (x )V (x ) u + L g 1 (x )V (x ) u 2 =

(y TQ y - l (x ) T l (x ) ) + (2y TS -

2l (x ) Tk (x ) ) u + (R - k (x ) T k (x ) ) u 2. (7)

在式 (7) 两边令u = 0得到式 (5a) ,在式 (7) 两边对u

求一阶导数和二阶导数并令 u = 0还可分别得到式

(5b) , (5c) 成立. □

3　主要结论
　　定理1　考察系统 (1) 及代价泛函 (4) ,若存在

径向无界的正定函数V : R n→R + ,且V (0) = 0以及

实函数L 2 (x ) 和L 3 (x ) 满足

L 2 (0) = 0,L 3 (x ) + L g 1 (x )V (x ) > 0, Π x ∈R n ,
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L f 0 (x )V (x ) -
1
2

L g 0 (x )V (x ) [L 3 (x ) +

L g 1 (x )V (x ) ]- 1 [L 2 (x ) + L g 0 (x )V (x ) ] +

1
4

L g 1 (x )V (x ) [L 3 (x ) + L g 1 (x )V (x ) ]- 2 [L 2 (x ) +

L g 0 (x )V (x ) ]2 < 0, x ≠ 0, Πx ∈R n. (8)

则在控制律 u = Λ(x ) 的作用下,闭环系统的零解是

全局渐近稳定的, 这里

Λ(x ) = -
1
2

[L 3 (x ) + L g 1 (x )V (x ) ]- 1 ×

[L 2 (x ) + L g 0 (x )V (x ) ]. (9)

当取

L 1 (x ) =
1
4

[L 3 (x ) + L g 1 (x )V (x ) ]- 1 [L 2 (x ) +

L g 0 (x )V (x ) ]2 - L f 0 (x )V (x ) , (10)

则代价泛函 (4) 在下述意义下被最小化:

J (x 0, Λ(x (õ) ) ) = m in
u∈U (x 0)

J (x 0, u (õ) ) ,

x 0 ∈R n , (11)

且 J (x 0, Λ(x ) ) = V (x 0). (12)

　　证明　预置哈密尔顿函数为

H (x , u ) =

L 1 (x ) + L 2 (x ) u + L 3 (x ) u 2 +

5V
5x

(f 0 (x ) + g 0 (x ) u + g 1 (x ) u 2) , (13)

将上式整理为

H (x , u ) =

(L 1 (x ) + L f 0 (x )V (x ) ) + (L 2 (x ) +

L g 0 (x )V (x ) ) u + (L 3 (x ) + L g 1 (x )V (x ) ) u 2. (14)

令 5H (x , u ) ö5u = 0,求得控制律有形如式 (9) 的表

达. 再由式 (8) 及V 的径向无界性可知, 闭环系统

(1) , (9) 的零解是全局渐近稳定的.

另一方面, 当式 (10) 成立时, 将式 (9) , (10) 代

入 (14) ,经运算可推得

H (x , Λ(x ) ) = 0, (15)

以及

H (x , u ) - H (x , Λ(x ) ) =

(L 3 (x ) + L g 1 (x )V (x ) ) (u - Λ(x ) ) 2 ≥ 0, (16)

故式 (11) 成立. 经观察式 (15) 可等价地写为

L 1 (x ) + L 2 (x ) Λ(x ) +

L 3 (x ) Λ(x ) 2 + Vα(x ) = 0. (17)

对上式两边从 0到∞积分,便得到

∫
∞

0
[L 1 (x ) + L 2 (x ) Λ(x ) + L 3 (x ) Λ(x ) 2 ]d t =

-∫
∞

0
Vα(x ) d t = V (x 0) ,

故式 (12) 成立. □

注 2　系统 (1) 的逆最优控制律 (9) 依赖于代

价泛函 (4) 中的参数L 2,L 3, 而与L 1 无关, 因此控

制器的设计具有很大的灵活性.

在定理 1的基础上,考虑当系统 (1) 是关于二

次型供给率耗散时的逆最优控制问题.

定理 2　考察系统 (1) 和代价泛函 (4) ,若系统

(1) 关于二次型供给率 s (u , y ) 是耗散的,它的连续

可微且径向无界的正定存储函数为V s: R n → R , 且

V s与相应的实函数 l (x ) 和 k (x ) 以及实函数L 2 (x )

和L 3 (x ) 满足

L 2 (0) = 0,L 3 (x ) + L g 1 (x )V (x ) > 0,

　　　　Π x ∈R n ,

hT (x ) {Q - S T [ 2 (R + Ε) - 1 -

(R + Ε) - 2 (R - k (x ) T k (x ) ) ]S }h (x ) +

2 (R + Ε) - 1 l (x ) T k (x )S h (x ) -

l (x ) T l (x ) < 0, Π x ≠ 0. (18)

则在输出反馈控制律u = Λ(y ) = - (R + Ε) - 1S y 的

作用下,闭环系统的零解是全局渐近稳定的. 当取

L 1 (x ) = l (x ) T l (x ) + h (x ) T [ (R +

　　　　Ε) - 1S S T - Q ]h (x ) ,

L 2 (x ) = 2l (x ) Tk (x ) ,

L 3 (x ) = k (x ) Tk (x ) + Ε, (19)

则代价泛函 (4) 在下述意义下被最小化:

J (x 0, Λ(y (õ) ) ) = m in
u∈U (x 0)

J (x 0, u (õ) ) ,

x 0 ∈R n , (20)

且 J (x 0, Λ(y ) ) = V s (x 0). (21)

这里 Ε> 0是使R + Ε> 0的任意正数.

证明　若系统 (1) 关于二次型供给率 s (u , y )

是耗散的, 由引理 1 知存在正定函数V s (x ) 及实函

数 l (x ) , k (x ) ,使得式 (5a)～ (5c) 成立,对比可知式

(18) 相应于定理 1中的式 (8) ,于是定理 1的条件满

足,从而闭环系统 (1) , (9) 的零解是全局渐近稳定

的. 另外,由定理 1知,当代价泛函 (4) 中的参数取为

式 (19) 时, 镇定控制律 (9) 即可写为 u = Λ(y ) =

- (R + Ε) - 1S y , 它同时使得代价泛函 (4) 在 (20)

和 (21) 的意义下被最小化. □

注 3　系统具有耗散性时, 可以用线性输出反

馈控制进行镇定和最优化设计. 当定理 2中的 R =

0, Q = 0, S = 1,L 2 (x ) = 0, g 1 (x ) = 0时,上述结论

包括系统为无源性时的结论, 详见文献 [ 9 ] 的定理

6. 2.

注 4　只要选择适当的输出函数 y = h (x ) ,比

如取h (x ) = - (R + Ε) - 1 ( l (x ) T k (x )S ) T ,以及2I >

R > 0,Q < 0,则条件 (18) 就成立, 而这里Q 和R 的

取值也是符合通常假定的.
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4　结　　论
　　本文首先将仿射非线性系统的逆最优控制问题

的结论扩展到一类单输入非仿射非线性系统,不必

解HJB 方程便设计出一族参数化的逆最优控制器,

从而使得控制器的设计更加灵活; 然后在耗散性理

论的框架下研究了当系统为耗散系统时的逆最优镇

定性问题,得到相应的结论. 在输出反馈控制的意义

下,揭示了耗散系统的稳定性与最优性间的等价关

系,无源性结论也包含其中.
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6　结　　论
　　本文为离散T akagi2Sugeno 模糊时滞控制系统

的稳定性分析和模糊H ∞控制器设计问题的研究提

供了一种新方法. 所得结果不仅是时滞相关的,而且

避免了寻找公共L yapunov函数解的困难,具有较小

的保守性. 关于如何简化控制器参数设计,并将其应

用于实际系统的问题尚待进一步研究.
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