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一类时滞线性系统的鲁棒非脆弱控制器设计

翟　丁a, 张庆灵a, 刘国义a, 张　友b

(东北大学 a. 理学院, b 信息科学与工程学院, 沈阳 110004)

摘　要: 基于线性矩阵不等式 (LM I)方法,研究一类时滞线性系统的鲁棒非脆弱控制器的设计问题. 在假定控制器

增益扰动范数有界的前提下,对不确定时滞线性系统设计了鲁棒非脆弱状态反馈控制器,同时以一个LM I的形式给

出了状态反馈控制器存在的充分条件,而且该LM I是与时滞相关的,因而具有较小的保守性. 数值例子证明了该设

计方法的有效性和可行性.
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Abstract: T he design p rob lem of robust non2fragile con tro ller fo r a class of linear t im e2delay system s is discussed

based on LM I. T he con tro ller gain pertu rbations is assum ed to be no rm 2bounded. T he robust resilien t sta te

feedback con tro ller fo r linear system s w ith uncerta in t ies and constan t delays is designed. T he condit ion of robust

non2fragile con tro ller design ing is given. A delay2dependen t design m ethod is p ropo sed in term s of linear m atrix

inequalit ies (LM Is). A ll param eters of the LM I are linear, and the LM I is depends on the size of delay. A n

illustra t ive examp le show s the effectiveness of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　时滞现象在实际工程问题中是普遍存在的,如

通讯系统、生物系统、化工过程以及电力系统中均存

在时滞. 时滞的存在使得系统的分析与综合变得更

加复杂和困难,同时也往往是导致系统不稳定和系

统性能变差的根源[1, 2 ]. 近年来,鲁棒控制器的设计

问题受到了国内外众多学者的关注[2, 5 ] ,特别是非脆

弱鲁棒控制器的设计方法已成为一个热点问题[6, 7 ].

对现场的实际控制要求系统应具备稳定性并满足相

应的性能指标,而影响稳定性的最主要因素包括时

滞和不确定. 具有H ∞范数约束的控制问题在过去

的 10年里取得了令人瞩目的成果[6～ 8 ]. 控制器的实

现因系统的软硬件等原因,使控制存在着不确定性,

造成系统的稳定性下降. 然而,现有的H ∞控制大多

没有考虑控制器的不确定性,且所得结果的保守性

较强.

本文针对一类不确定时滞系统,给出了鲁棒非

脆弱控制器的设计方法,所得的结果与时滞相关,从

而具有较小的保守性. 设计算例说明了设计方法的

有效性和可行性.

2　鲁棒非脆弱控制问题
　　考虑一类带有时滞的线性系统



　xα( t) = (A 0 + ∃A 0) x ( t) + ∑
m

i= 1
A ix ( t - h i) +

B 1w ( t) + (B 2 + ∃B 2) u ( t) ,

　x ( t) = 0, t∈ [ - h , 0 ],

　z ( t) = Cx ( t) + D w ( t) + E 1u ( t). (1)

其中: x ∈R n 是系统的状态向量,w ( t) ∈L q
2 [ 0,∞)

是外部扰动信号, u ( t) ∈ R m 是系统的控制输入,

z ( t) ∈R p 是系统的控制输出. 假设时滞 h i > 0, i =

1,⋯,m 已知,且h 0 = 0, h = m ax
i= 1,⋯,m

{h i},矩阵A 0,A i,

B 1,B 2, C ,D , E 是常数矩阵. ∃A 0 和 ∃B 2 描述为

[∃A 0　∃B 2 ] = H 11F 1 ( t) [H 12　H B 12 ],

F T
1 ( t) F 1 ( t) ≤ Θ1 I , (2)

其中: H 11, H 12, H B 12和Θ1≥ 0分别为常数矩阵和常

数. 对于不存在摄动的控制器增益的状态反馈控制

器 u ( t) = K x ( t) ,其实际的控制器定义为

u ( t) = [K + ∃K ( t) ]x ( t) ,

∃K ( t) = H 21F 2 ( t)H 22, (3)

且 F T
2 ( t) F 2 ( t) ≤ Θ2 I , (4)

其中: H 21, H 22 和 Θ2 ≥ 0为已知常数矩阵和常数.

对于给定的描述标量 Χ> 0,定义性能指标

J (w ) =∫
∞

0
(z T ( t) z ( t) - Χ2w T ( t)w ( t) ) dΣ. (5)

给定常数Χ> 0找到一个状态反馈增益K ,对于所有

的非零 w ( t) ∈ L q
2 [ 0,∞) 成本函数, 且不确定项

F 1 ( t) 和 F 2 ( t) 满足式 (2) 和 (4) 以及 h i > 0, i = 1,

⋯,m ,使得成本函数 (5) 小于零. 在本文中,用 3 表
示矩阵的对称部分. 带有 ∃A 0 = 0和 u ( t) = 0的系

统 (1) 可等价地描述为下列广义形式:

xα( t) = y ( t) ,

y ( t) = A 0x ( t) + ∑
m

i= 0
A ix ( t - h i) + B 1w ( t) =

(A 0 + ∑
m

i= 0
A i) x ( t) -

∑
m

i= 1
A i∫

t

t- h i

y (Σ) dΣ+ B 1w ( t) ,

或

E
xα( t)

yα( t)
=

0 I

∑
m

i= 0
A i - I

x ( t)

y ( t)
+

∑
m

i= 1

0

A i∫
t

t- h i

y (Σ) dΣ+
0

B 1

w ( t) ,

(6)

其中

E =
I 0

0 0
. (7)

　　对于系统 (1) 的L yapunov2K rasovsk ii函数有

下面形式:

V ( t) =
x ( t)

y ( t)

T

E P
x ( t)

y ( t)
+

∑
m

i= 1∫
t

t- h i

x T (Σ)S ix (Σ) dΣ+

∑
m

i= 1∫
0

- h i∫
t

t+ Η

x ( t)

y ( t)

T 0 0

0 A T
i

×

R i

0 0

0 A T
i

T
x ( t)

y ( t)
dsdΗ. (8)

其中

P =
P 1 0

P 2 P 3

, R i =
R i1 R i2

R i2 R i3

> 0,

P 1 > 0, S i > 0, R i > 0. (9)

　　下面给出时滞依赖边界实引理.

　　引理 1[9 ]　考虑带有∃A 0 = 0和u ( t) = 0的系

统 (1) ,对于标量 Χ> 0,如果存在 P 且 P 1 > 0, S i >

0,W i, R i > 0, i = 1,⋯,m 和不等式 (10) 成立,则对

于所有非零w ( t) ∈ L q
2 [ 0,∞) , 成本函数 (5) 小于

零. R ∈ K 2n×2n ,W i ∈ K 2n×2n ,

7 11

C T

0
7 13 7 14 P T 0

B 1

3 - I 0 0 D

3 3 7 33 0 0

3 3 3 7 44 0

3 3 3 3 - Χ2 I

< 0. (10)

其中

7 11 =

P T

0 I

∑
m

i= 0
A i - I

+

0 I

∑
m

i= 0
A i - I

T

P +

∑
m

i= 1
S i 0

0 0

+ ∑
m

i= 1
h i

0 0

0 A T
i

R i

0 0

0 A i

+

∑
m

i= 1
(W T

i

0 0

A i 0
+

0 0

A i 0

T

W i) ,

7 13 = [h 1 (W 1 + P ) T ⋯ hm (W m + P ) T ],

7 14 = W T
1

0

A 1

⋯ W T
m

0

A m

,

7 33 = diag [ - h 1R 1　⋯　 - hm R m ],

7 44 = diag [ - S 1　⋯　 - S m ]. (11)

　　引理 2　给定带有适当维数的矩阵 X , Y 和 Z

且 Y T Y ≤ I ,则下面的不等式成立:

X Y Z + (X Y Z ) T ≤ ΕX X T +
1
ΕZ T Z , Ε> 0.
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3　鲁棒非脆弱控制器设计
　　将式 (3) 代入系统 (1) ,闭环系统变为

xα( t) =

[A 0 + ∃A 0 + (B 2 + ∃B 2) (K +

∃K ) ]x ( t) + ∑
m

i= 1

A ix ( t - h i) + B 1w ( t) ,

z ( t) = [C + E (K + ∃K ) ]x ( t) + D w ( t) , (12)

8 1 =

7 11a

(C + E K ) T

0
7 13 7 14 P T

0

B 1

3 - I 0 0 D

3 3 7 33 0 0

3 3 3 7 44 0

3 3 3 3 - Χ2 I

.

(13)

记

7 11a = P T

0 I

(A 0 + B 2K ) + ∑
m

i= 1
A i - I

+

0 I

(A 0 + B 2K ) + ∑
m

i= 1
A i - I

T

P +

∑
m

i= 1
h i

0 0

0 A T
i

R i

0 0

0 A i

+ ∑
m

i= 1
S i 0

0 0

+

∑
m

i= 1
(W T

i

0 0

A i 0
+

0 0

A i 0

T

W i) , (14)

7 13, 7 14, 7 33, 7 44已在式 (11) 中给出. 下面给出闭环

系统 (12) 满足鲁棒参数 Χ的充分条件.

定理 1　考虑闭环系统 (12) ,对于给定的标量Χ
> 0,若存在Ε1 > 0, Ε2 > 0和形如式 (9) 的P 满足不

等式 (15) ,其中: P 1 > 0, S i > 0,W i, R i > 0, i = 1,

⋯,m ,则对于所有非零w ( t) ∈L q
2 [ 0,∞) ,不确定项

F 1 ( t) 和 F 2 ( t) 满足式 (2) 和 (4) 以及 h i > 0, i = 1,

⋯,m ,成本函数 (5) 小于零.

7 a =

8 1 7 a12 7 a13 7 a14 7 a15

3 - Ε1 I 0 0 7 a25

3 3 - Ε1Θ1 I 0 0

3 3 3 - Ε2 I 0

3 3 3 3 - Ε2Θ2 I

< 0,

(15)

其中: 8 1 已在式 (13) 中定义,

7 a12 = [H 12 + H B 12K　0　0　0 ]T ,

7 a13 =

Ε1Θ1P
T 0

H 11

,

0

0

, 7 a14 =

H T
22

0

0

0

,

7 a15 =

Ε2Θ2P
T

0

B 2H 21

Ε2Θ2EH 21

0

,

7 a25 = Ε2Θ2H B 12H 21. (16)

　　证明略.

Q = P - 1 =
Q 1 0

Q 2 Q 3

,Q 1 > 0, Y = KQ 1.

(17)

　　根据定理 1,对鲁棒非脆弱问题有下面的结果:

　　定理 2　考虑系统 (1) , 如果存在常数 Ε1 > 0,

Ε2 > 0, Κ1,⋯, Κm , (17) 中的矩阵Q ,Q 1 > 0, Y , S 0i >

0, R 0i > 0, i = 1,⋯,m 满足不等式

7 d =

8 d 7 d 12 7 d 13 7 d 14

3 - Ε1 I 0 0

3 3 - Ε1Θ1 I 0

3 3 3 - Ε2 I

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3

→

←

7 d 15 7 d 16 7 d 17

7 d 25 0 0

0 0 0

0 0 0

- Ε2Θ2 I 0 0

3 7 d 66 0

3 3 7 d 77

< 0. (18)

其中

8 d =

5 d 11

(CQ 1 + E Y ) T

0
5 d 13 5 d 14

0

B 1

3 - I 0 0 D

3 3 5 d 33 0 0

3 3 3 5 d 44 0

3 3 3 3 - Χ2 I

,

(19)

5 d 11 =

Q 2 Q 3

∑
m

i= 0
A iQ 1 + B 2Y - Q 2 - Q 3

+
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Q 2 Q 3

∑
m

i= 0
A iQ 1 + B 2Y - Q 2 - Q 3

T

+

　　　∑
m

i= 1
Κ1 (

0 0

A i 0
Q + Q T

0 0

A i 0

T

) ,
5 d 13 = [h1 (Κ1 + 1)R 01　⋯　hm (Κm + 1)R 0m ],

5 d 14 = Κ1

0

A 1

S 01 ⋯ Κm

0

A m

S 0m ,

5 d 33 = diag [ - h 1R 01　⋯　 - hmR 0m ],

5 d 44 = diag [ - S 01　⋯　 - S 0m ], (20)

7 d 17 = Q T I n

0
　⋯　Q T I n

0
,

7 d 66 = diag [ - h 1R 01　⋯　 - hm R 0m ],

7 d 77 = diag [ - S 01　⋯　 - S 0m ],

R 01 = R - 1
1 =

R 011 R 012

R T
012 R 013

,

S 0i = S - 1
I , R 0i = R - 1

i , (21)

那么, K = YQ - 1
1 解决了鲁棒非脆弱问题.

4　算　　例
　　应用式 (1)～ (4) 描述的控制器,取m = 1, h =

0. 9, Θ1 = Θ2 = 1, Χ= 1. 令

A 0 =
- 1 1

1 2
,A 1 =

0. 15 0. 05

0 0. 1
,

B 1 =
0. 5

0. 1
,B 2 =

0

1
,

C = [ 0　1 ],D = 0. 1, E 1 = 0. 1,

H 11 = [ 0. 05　0. 01 ], H 12 =
0

0. 03

T

,

H 21 = [ 0. 01　0. 05 ], H 22 = 0. 02,

H B 12 = 0. 03.

应用定理 2,控制器增益为

K = [ - 2. 607 6　 - 7. 912 7 ].

5　结　　论
　　本文研究了一类带有不确定性和定常时滞的线

性系统鲁棒非脆弱控制问题. 利用线性矩阵不等式

(LM I) ,给出了时滞依赖的鲁棒非脆弱控制设计方

法,并利用算例证明了该方法的有效性和可行性.
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