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一类有约束的分段线性系统双模预测控制
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摘　要: 研究分段线性 (PL )系统预测控制问题,提出了PL 系统双模预测控制,并证明了该方法的稳定性. 该方法使

用混合逻辑动态系统来建模PL 系统,利用PL 系统状态反馈控制来确定PL 系统的受控不变集,并结合双模预测控制

方法获得PL 系统双模预测控制. 该方法解决了系数矩阵的选择问题,不需要满足最终状态等式约束. 一个分段线性

系统的实例证明了该方法是可行的.
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Abstract: M odel p redict ive con tro l fo r p iecew ise linear (PL ) system is studied. A dual2model p redict ive con tro l

m ethod fo r PL system is p resen ted and its stab ility is p roved. T he too ls emp loyed in th is m ethod include modeling

PL system by hybrid system based on m ixed logical dynam ic, using sta te feedback con tro l to get con tro lled invarian t

set of PL system , and dual2mode p redict ive con tro l. T h is m ethod so lves the p rob lem s of choo sing coefficien t

m atrices, and it does no t need to satisfy a term inal sta te equality constra in t. A PL system examp le show s that the

m ethod is valid and feasib le.
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1　引　　言
　　分段线性 (PL )系统能够较为精确地表示许多

种非线性系统,并在一定条件下能够等价于很多类

混杂系统[1 ] ,因此该系统越来越引起理论界的关注.

但目前关于PL 系统控制的研究[2～ 4 ]主要集中在最

优控制方面, 而关于 PL 系统预测控制的研究比较

少. 在PL 预测控制中如何预先确定每一步预测中状

态方程的系数矩阵是一个亟待解决的问题. 文献[ 5 ]

研究了PL 系统预测控制,在MM PS 框架下讨论了

PL 系统预测控制问题,但其没有考虑算法稳定性的

内容. 由文献[ 6 ]可知,基于混合逻辑动态 (M LD )的

混杂系统可以表示PL 系统. 在M LD 框架下考虑PL

预测控制可避免系数矩阵的选择问题,但文献[ 6 ]仅

给出了满足最终状态等式约束的M LD 系统预测控

制. 本文则在M LD 的框架下提出了一种PL 系统双

模预测控制方法,该方法解决了系数矩阵的选择问

题,不需要满足最终状态等式约束,并证明了预测控

制的稳定性.

2　PL 系统和基于MLD 的混杂系统
2. 1　PL 系统

　　　x (k + 1) = A ix (k ) + B iu (k ) ,

　　　　　　　当 x (k ) ∈X i, (1)
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　　　　　x (k ) ∈X , u (k ) ∈U. (2)

其中: {X i}S
i= 1 是系统状态空间的一个多面体划分,

即Π i, j∈ I , i≠ j , X i∩X j = Á ,而且∪
s

i= 1
X i = X ;

I = {1, 2,⋯, s}是状态子空间的下标集; x (k ) ∈R n

是系统状态, u (k ) ∈R p是输入;系数矩阵A i和B i为

恰当维数的矩阵, 并与当前系统的状态有关; 集合

X ,U 都包含原点的一个邻域. 定义 8 为跳变集,

8 = { ( j , i)∶j , i∈ I ,

且 x (k ) ∈X i, x (k - 1) ∈X j }. (3)

2. 2　基于MLD 的混杂系统

Bempo rad 等人[6 ] 研究了命题逻辑和有约束混

合整数线性不等式之间的转换关系, 并在此基础上

提出了一种新的混杂系统建模方法, 即基于MLD

的混杂系统建模. 其标准形式为

x (k + 1) = F x (k ) + G 1u (k ) +

　　　　　　G 2∆(k ) + G 3z (k ) ,

E 2∆(k ) + E 3z (k ) ≤ E 1u (k ) + E 4x (k ) + E 5.

(4)

其中: x (k ) ∈ R nc × {0, 1}n l 为系统的状态矢量,

y (k ) ∈ R p c × {0, 1}p l 为包含连续输出和逻辑输出

的输出变量, u (k ) ∈R m c× {0, 1}m l为连续输入和逻

辑输入; ∆(k ) 和 z (k ) 分别为逻辑辅助变量和连续辅

助变量; n l, p l,m l 可以为零. 式 (4) 中的不等式包含

了混合整数不等式和初始的约束条件, E i ( i = 1,⋯,

5) 为恰当维数的矩阵.

由文献 [ 1, 6 ] 可知, 系统 (1) 可转换为等价的

M LD 系统

x (k + 1) = [ I 1　I 2　⋯　IS ]z (k ) ,

E 2∆(k ) + E 3z (k ) ≤ E 1u (k ) + E 4x (k ) + E 5.

(5)

其中: I 1, I 2,⋯, I s 为恰当维数的单位矩阵; F , G 1, G 2

为 0; E 1～ E 5 是由约束条件 (2) 和命题逻辑转化而

来的系数矩阵; x (k ) , x (k + 1) , u (k ) 的含义不变.

3　PL 系统反馈控制及受控不变集
　　要进行 PL 系统的双模预测控制必须首先获得

相应 PL 系统的一个受控不变集 (详见本文第 4节).

本节所讨论的是如何通过 PL 系统的稳定性分析和

状态反馈控制来求得 PL 系统的受控不变集.

3. 1　PL 系统稳定性分析及状态反馈

PL 系统的稳定性分析相对于线性系统而言是

较为复杂的. PL 系统的稳定性和各个子系统的稳定

性并不直接相关[7 ]. 例如,构成 PL 系统的各个子系

统都是L yapunov意义下稳定的,但整个系统不一定

稳定; 相反, 构成 PL 系统的各个子系统不稳定时,

但整个系统却有可能是稳定的. 对整个 PL 系统来

说, 如果能够找到一组随时间而减小的二次

L yapunov函数,那么该系统就是L yapunov 意义下

稳定的,而这组L yapunov 函数不一定需要连续. 通

常使用的方法是针对各个子系统构造多个

L yapunov函数,使L yapunov 函数有随时间递减的

趋势[3, 7, 8 ].

引理 1　自治 PL 系统

x (k + 1) = A ix (k ) , 当 x (k ) ∈X i,

x (k ) ∈X , (6)

如果存在对称的 P i满足下列条件:

P i > 0, i = 1, 2,⋯, s;

A T
j P iA j - P j < 0, Π ( j , i) ∈ 8 ,

(7)

那么系统 (6) 相对于零点渐近稳定, 并且二次

L yapunov函数可表示为

V (x (k ) ) = x (k ) T P ix (k ) ,

x (k ) ∈X i, i∈ I. (8)

　　证明略.

对于非自治系统 (1) ,当 x (k ) ∈ X j 时,令 u (k )

= K j x (k ) ,则

x (k + 1) = (A j + B jK j ) x (k ). (9)

将式 (9) 中的系数矩阵代入式 (7) 可得

P i > 0, i = 1, 2,⋯, s;

(A j + B jK j ) T P i (A j + B jK j ) - P j < 0,

　　　　Π ( j , i) ∈ 8.

(10)

为了求解方便,式 (10) 可转化为如下线性矩阵不等

式[8 ]:

Q i > 0, i = 1, 2,⋯, s; (11)

Q i A jQ j + B jY j

(A jQ j + B jY j ) T Q j

> 0,

　 　 　Π ( j , i) ∈ 8 , (12)

其中

Q i = P - 1
i , Y i = K iQ i. (13)

3. 2　PL 系统受控不变集

定理 1　若 P i, K i满足式 (9) 和 (10) ,集合

W = {x ûx T P ix < Ν, w hen x ∈X i},

且W ∈X ∩ {x ûK ix ∈U ,w hen x ∈X i},那么集合

W 为系统 (1) 的一个受控不变集.

证明　由W 的定义可知集合W 满足系统的约

束条件 (2) ,令 x (k ) ∈W ,且 x (k ) ∈X j ,则

x (k + 1) = (A j + B jK j ) x (k ).

　　分两种情况考虑:

1) 若 x (k + 1) ∈ X j ,则由式 (10) 可知 (A j +

B jK j ) T P j (A j + B jK j ) - P j < 0. 又 因 为

x (k ) TP jx (k ) < Ν,所以 x (k + 1) TP jx (k + 1) < Ν.
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因此 x (k + 1) ∈W .

2) 当 x (k + 1) ∈X i时,同理可证.

因此,W 为 PL 系统 (1) 的受控不变集. □

4　PL 系统双模预测控制
4. 1　普通 PL 系统预测控制存在的问题

令 PL 预测控制的调节目标为 x = 0,则 PL 普

通预测控制形式为

m in
{uT - 1

t }
J (uT - 1

t , x t) = m in∑
T - 1

k= 0

L (x (k ) , u (k ) ) ,

(14)

其中

L (x (k ) , u (k ) ) = x (k )′Q x (k ) + u (k )′R u (k ) ,

(15)

并满足条件

x (T ) = 0, x (0) = x t,

x (k + 1) = A ix (k ) + B iu (k ) , 当 x (k ) ∈X i,

(16)

以及约束条件 (2). 其中: Q 为正定对称矩阵, R 为非

负定对称矩阵; uT - 1
t = {u (0)　u (1)　⋯　u (T -

1) }. 每一步优化中求出 uT - 1
t , 并将第一个值代入系

统获得下一个时刻的状态值, 重复这个过程便可获

得 PL 系统预测控制. 然而这种形式的 PL 系统预测

控制存在两个问题:

1) 每一时刻系数矩阵A i,B i都与当前时刻的状

态有关, 而在预测控制中无法预先知道当前时刻的

状态属于哪个状态子空间, 也就无法在预测控制中

预先选择系数矩阵,并用之预测. 因此如何预先确定

每一步的系数矩阵是首先需要解决的问题.

2) 在这里预测控制的稳定性是由最终等式约

束 x (T ) = 0来保证的. 但最终等式约束有时难以满

足,有时需要较长的预测区间. 预测区间过长则不能

在规定的时间内获得下一步的预测输出, 从而导致

预测控制算法失效.

4. 2　双模 PL 系统预测控制解决方案

为解决上述两个问题, 本文提出了 PL 系统双

模预测控制的方法. 该方法相对普通 PL 预测控制

有以下两个方面的改进:

1) 利用M LD 系统的形式来完成 PL 系统的预

测控制. 由本文第 2节可知, PL 系统可表示成M LD

系统形式,M LD 系统预测控制中可避免系数矩阵的

直接选择问题 (这些问题可转化为MLD 方程中逻

辑变量的选择,最终归结为整数规划问题).

2) 本文引入了双模预测控制[9, 10 ] 的方法,该方

法不要求满足最终状态等式约束, 而是要求最终状

态 x (T ) ∈W ,其中W ∈R n是一个包含原点的受控

不变集. 双模预测控制算法的原理是采用普通预测

控制算法把状态调节进入W ,当状态∈W 时使用一

个局部稳定的控制器.

为引入双模预测控制,首先给出假设条件:

A 1: 对于系统 (1) 存在满足定理 1的受控不变

集合W 及局部稳定的控制器 K i;

A 2: 当x (k ) ∈W 时代价函数L = 0,若x (k ) |
W ,代价函数L 满足 (15) 中的定义.

在M LD 建模框架下, PL 双模预测控制公式的

代价函数仍为 (14) , 约束条件 (16) 通过M LD 转化

以及引入不变集W 可改为如下形式:

x (T ) ∈W ,

x (0) = x t,

x (k + 1) = F x (k ) + G 1u (k ) +

　 　　　　G 2∆(k ) + G 3z (k ) ,

E 2∆(k ) + E 3z (k ) ≤ E 1u (k ) + E 4x (k ) + E 5.

(17)

　　PL 系统双模预测控制算法

Step 1: 初始化 t = 0, x t,确定预测区间 T ,

if x t∈W , then go to Step 3,

else 采用式 (14) 和 (17) 求解混合整数

二次规划问题, 得到 u T - 1
0 , 令 u 0 =

u (0û0).

Step 2: t > 0,

if x t∈W , then go to Step 3,

else 采用式 (14) 和 (17) 求解混合整数

二次规划问题, 得到 u T - 1
t , 令 u k =

u (kûk ).

　　Step 3: x t∈W ,采用局部稳定的控制器 K i,直

到达到控制目标.

定理 2　F ∈X 是一个状态集. Π x 0∈ F ,若存

在一个控制序列 uT - 1
t 使得式 (14) 和 (17) 成立,那么

上述 PL 系统双模预测控制算法在状态集 F 中渐近

稳定.

证明　Π x 0 ∈ F ,分以下两种情况讨论:

1) 若 x 0 ∈W ,由假设A 1可知,存在局部稳定

的控制器 K ix ∈U 使得系统渐近稳定.

2) 若 x 0 | W , 首先假设系统经过无限步控制

作用仍然没有进入不变集W . 令

V (x k ) = m in
{uT - 1

k }
J (uT - 1

k , x k ) ,

x k+ 1为x k经最优控制u3
k 作用下的下一个值. 由假设

条件A 2可知

V (x k+ 1) ) ≤V (x k ) - L (u3
k , x k ).

又因为所有状态 | W , 而W 包含原点的一个邻域

‖x‖≤ r,所以任意一个‖x k‖ > r. 由式 (15) 可

知 L 为一个 K 函数, 因此 L (u3
k , x k ) ≥ K r. 所以
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V (x k ) 随着 k的增加而减少,每次至少减少K r. 又因

为由假设可知, 系统经过无限步控制作用仍然没有

进入W ,所以V (x k ) 随着 k 的增加将会趋向于负无

穷大,这与V (x k ) ≥ 0矛盾. 因此经过有限步控制作

用后,系统的状态 x k ∈W .

由上可知Π x 0∈F , PL 双模预测控制相对于零

点是渐近稳定的. □

5　系统仿真
　　考虑分段线性系统

x (k + 1) =

A 1x (k ) + B 1u (k ) ,

　当[ 0　1 ]x (k ) ≥ 0;

A 2x (k ) + B 2u (k ) ,

　当[ 0　1 ]x (k ) < 0.

(18)

其中

A 1 =
0. 6 - 0. 2

- 0. 1 0. 8
, A 2 =

0. 7 - 0. 3

0. 8 0. 6
,

B 1 =
0

0. 5
, B 2 =

0

0. 5
, u (k ) ∈ [ - 1　1 ],

x (k ) ∈ [ - 20, 20 ] × [ - 20, 20 ].

　　 寻找受控不变集: 由式 (9)～ (13) 可求得, 在

公共L yapunov函数下获得稳定的局部反馈控制器

为

　K 1 = [ 0. 2　 - 1. 6 ], K 2 = [ - 1. 6　 - 1. 2 ],

　P =
0. 813 5 - 0. 080 1

- 0. 080 1 0. 638 7
, Ν= 0. 165 3.

不变集等高线如图 1所示.

双模预测控制:令初始点 x 0 = [ 2　 - 2 ]′,Q =

图 1　满足条件的受控不变集

图 2　双模控制

1 0

0 4
, R = 2,调节目标为 x t = [ 0　0 ]′. 取预测区

间 T = 5. 采用双模预测算法得到结果如图 2所示.

6　结　　语
　　本文详细分析了PL 系统的稳定性和状态反馈

控制,并在此基础上提出了 PL 系统的双模预测控

制,最后通过一个分段线性系统的实例证明了PL 双

模预测控制的方法是可行的. 目前关于PL 系统的预

测控制研究并不成熟,例如最终惩罚项的确定,求解

局部稳定控制器时如何考虑区域约束条件,如何有

效地确定最大受控不变集等,这些问题都有待于进

一步研究.
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