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基于相干控制的二能级量子系统退相干抑制

张　靖, 李春文
(清华大学 自动化系, 北京 100084)

摘　要: 对于二能级开放量子系统,研究了利用相干控制抑制退相干效应的问题. 首先讨论了二能级开放量子系统

在相干控制下的建模问题,将退相干抑制归结为与环境噪声解耦的控制问题. 然后,引入开环控制抑制退相干,并证

明该控制可使系统状态中的部分分量与环境噪声渐近解耦. 最后引入反馈控制,使得系统状态的相应分量可以与环

境精确解耦,同时能够避免测量引入的量子噪声的影响.
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Abstract: T he decoherence supp ression issue is studied fo r tw o2level quan tum system s based on coheren t con tro l

stra tegy. T he model of tw o2level open quan tum system s under coheren t con tro l is fo rm ulated, in w h ich the

decoherence supp ression is equ ivalen t to the decoup ling p rob lem of the system from environm ental no ises. T hen, an

open2loop con tro l is designed to supp ress decoherence, w h ich is show n to be capab le of asymp to tically decoup ling a

part of the dynam ic variab les of the system from the environm ental no ises. F inally, feedback con tro l stra tegy is

in troduced so that the co rresponding sta te variab les can be p recisely decoup led fo rm the environm ental no ises

w ithou t being affected by the no ises induced by quan tum m easurem ent in feedback con tro l.
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1　引　　言
　　近年来,量子信息技术[1 ]由于其可预见的应用

价值 (如具有更强大计算能力的量子计算技术[2 ]以

及具有更强保密性的量子通讯技术[1 ]) ,越来越受到

人们的重视. 目前量子信息技术物理实现尚存在很

多困难,退相干效应就是其中的重要瓶颈. 退相干效

应是由于量子系统与环境之间的相互作用破坏量子

态的相干性,导致量子态向经典态转化的效应. 由于

量子信息技术建立在量子态相干性的基础上,因此

对退相干的抑制就相当关键.

目前已有多种方法抑制退相干效应. 量子纠错

码[3 ]和量子避错码[4 ] ,依靠引入冗余量子比特,采用

编码的方法纠正退相干引起的错误. BangBang控制

方法[5 ]通过引入超高频的脉冲实现系统与环境演化

过程的解耦. 此外最优控制方法[6, 7 ]也得到了应用.

文献[ 8 ]利用开环控制研究了在量子计算领域广泛

采用的二能级量子系统的退相干抑制问题,给出的

控制律保证系统状态中的部分分量与环境解耦. 但

由于设计开环控制需要求解微分方程,因此控制律

的形式比较复杂,而且为了使得微分方程可以解析

求解,需要加入严格的假设条件.

本文研究二能级量子系统的退相干抑制问题,
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在渐近意义或反馈控制下给出更简单实用的结果.

2　基于M arkov近似的开放量子系统相干控

制模型
　　二能级量子系统的状态通常用复希尔伯特空间

C 2 中的状态矢量 ûΩ〉描述. 选定 C 2 的基后,状态矢

量可按此基线性展开. 在研究开放系统时,系统可能

处于混合态,即以 p i 的概率处在 ûΩi〉态上,其中 p i

满足∑
j

p i = 1, p i ≥ 0. 混合态需要用密度算符

Θ= ∑
i

p iûΩi〉〈Ωiû

来描述,其中〈Ωiû是 ûΩi〉的共轭转置,可理解为行向

量. 易见在选定C 2的基后, Θ可表示为 2× 2半正定

厄米矩阵,又称为密度矩阵. 密度矩阵满足概率归一

条件 t rΘ= 1.

系统与环境相互作用的基本物理模型是系统与

环境所组成的总系统的薛定谔方程. 然而环境通常

是无穷维的大系统 (如具有无穷模态的电磁场组成

的热库) ,对于系统与环境组成的高维系统的研究是

非常困难的. 由于人们只关心系统的演化行为,因此

常常将总系统状态中环境的部分平均掉. 在Bo rn 近

似,M arkov近似以及旋波近似等物理近似[9 ] 下,由

总系统的薛定谔方程得到系统演化的主方程模型为

　　　　Θα= - i[H , Θ] + ∑
j

# jD [L j ]Θ, (1)

其中: 密度矩阵 Θ代表系统的状态; H ,L j 分别是 2

× 2厄米矩阵和一般的复矩阵, 分别代表系统的哈

密顿量和与环境作用的机制. [A ,B ] = A B - B A 为

矩阵空间上的L ie括号运算.∑
j

# jD [L j ]Θ项中的指

标 j 代表可能影响系统的噪声通道, # j > 0代表噪

声强度,D [L j ] 则是作用在 Θ上的超算符,即

D [L j ]Θ=
1
2

{[L j , ΘL +
j ] + [L j Θ,L +

j ]}. (2)

对量子系统的控制通常是通过外加光场或电磁场与

系统的某些力学量发生相互作用而加入的. 在半经

典近似下,这相当于把一些哈密顿量H i加入系统原

来的哈密顿量中以改变系统的能量. 由于这种控制

方式保持系统的相干性不变,因此称为相干控制. 在

相干控制下系统哈密顿量H 表示为

H = H 0 + ∑
i

u iH i,

其中: H 0 代表系统自由演化哈密顿量, H i 为第 i个

控制哈密顿量,控制 u i ( t) ∈R 代表相应的光场或电

磁场的强度.

注意到如果将哈密顿量H{ 0 = H 0 - ( t rH 0) I和

H{ i = H i - ( trH i) I 代入方程 (1) 不会影响方程形

式,因此不妨设 t rH 0 = trH i = 0.

控制方程 (1) 是复矩阵空间上的微分方程, 为

便于分析,将其转化为实向量空间上的控制模型. 首

先可以定义复矩阵空间 C 2×2 上的矩阵内积为〈A ,

B 〉= tr (A + B ). 在这个内积下可以找到一组正交基

{I , 2 1, 2 2, 2 3},其中: I 为 2× 2单位阵, 2 i是 2× 2

厄米矩阵,且满足 t r2 i = 0. 任意 2× 2复矩阵可以

在这组基下线性展开,特别地有

Θ=
1
2

I + m x 2 1 + m y 2 2 + m z 2 3, (3)

其中: (m x ,m y ,m z ) T ∈R 3 可以看作密度矩阵 Θ在矩

阵基下的坐标,矩阵 I 前的系数为 1
2
是因为密度矩

阵概率归一条件 trΘ= 1. 将方程 (1) 中的各个矩阵

在矩阵基下展开, 可将 (1) 转化为 R 3 上的控制方

程[10 ]

mα= O 0m + ∑
i

u iO im + D m + g. (4)

其中: m = (m x ,m y ,m z ) T; O 0,O i 分别为 - iH 0 和

- iH i 在矩阵基下的伴随表示矩阵; D 为半负定矩

阵; g 为常值向量.

为方便起见, 通常选取能量表象, 即取 C 2 的基

为H 0 的特征向量 ûΩ1〉, ûΩ2〉. 同时选取矩阵基中的

矩阵为

2 1 = ûΩ1〉〈Ω2û + ûΩ2〉〈Ω1û ,

2 2 = - iûΩ1〉〈Ω2û + iûΩ2〉〈Ω1û ,

2 3 = ûΩ1〉〈Ω1û - ûΩ2〉〈Ω2û.

在能量表象下, 2 i 表示为泡利矩阵

2 i =
1

1
, 2 2 =

- i

i
, 2 3 =

1

- 1
.

在能量表象下H 0 为对角矩阵, 同时注意到已经假

设 t rH 0 = 0,容易得出H 0 = Ξ2 3,其中 Ξ∈R 在物

理上代表自由演化系统的固有振荡频率. 由 2 i 的矩

阵表示形式可知,在能量表象下,式 (3) 中m x ,m y 决

定了密度矩阵非对角元的大小,而m z 决定了密度矩

阵两个对角元之差的大小. 另外,由能量表象下密度

矩阵非对角元和对角元的物理意义可知,m x 和m y

反映了量子态的相干性,而m z 反映了量子态的能级

分布情况.

为便于分析,引入如下假设:

A1　可控性假设. 如下封闭系统强可控[7, 10 ]:

Θα= - i[H 0 + ∑
i

u iH i, Θ],

充分地,要求控制哈密顿量{H i} 张成的L ie 代数为

su (2) ,选取H 1 = 2 1, H 2 = 2 2 可以满足这一条件.

引入这个假设的目的是要求尽可能大地发挥相

干控制的能力.

A2　 (O ) 条件假设,即

[O 0,D ] = 0,O 0g = 0. (5)
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　　 (O ) 条件假设的物理意义在文献[ 7 ] 中进行了

讨论, 它是为了保证在退相干作用下系统稳态密度

矩阵在能量表象下非对角元完全消失. 由于密度矩

阵在能量表象下的非对角元在某种程度上反映了量

子态的相干性,因此, (O ) 条件假设意味着量子态的

相干性在环境作用下最终完全被破坏掉.

在A 1,A 2假设下,式 (4) 可表示为

mα= ΞO zm + u xO xm + u yO ym + D m + g , (6)

其中矩阵

O x =

0 0 0

0 0 - 1

0 1 0

,O y =

0 0 1

0 0 0

- 1 0 0

,

O z =

0 - 1 0

1 0 0

0 0 0

,

而D = diag (- d x , - d x , - d z ) , g = (0, 0, g z ) ,其

中对角元 d x , d z ≥ 0.

事实上注意到O 0,O 1,O 2 分别是 Ξ2 3, 2 1, 2 2 在

基{I , 2 i}下的伴随表示矩阵,可以验证O 0 = ΞO z ,O 1

= O x ,O 2 = O y. 根据[O 0,D ] = 0可以验证D 为对角

阵,且前两个对角元相等. 又D ≤ 0,可知D 对角元

非正. 同理由O 0g = 0可验证 g 向量前两个分量为

0.

3　开环相干控制抑制退相干
　　方程 (6) 中D m + g为退相干作用项,一般来讲

该项会对系统动态产生破坏作用 (如在 (O ) 条件假

设下,由于这一项的作用,量子态相干性最终被完全

破坏). 本文设计控制的目的是选取 ux , u y 使得 (6)

所产生的动态过程与系统自由演化过程mα= O 0m

相同. 文献[ 10 ] 指出,形如 (6) 的开放量子控制系统

是不可控的, 这意味着退相干作用无法被相干控制

完全抵消. 不过, 下面的研究将表明, 适当设计的控

制可以使得量子系统动态的某些分量仍保持相干演

化,而不受环境噪声的影响.

在介绍主要结果之前, 首先引入一个关于时变

线性系统稳定性的引理[11 ].

引理 1　对于时变线性系统

xα= A ( t) x , x ( t0) = x 0,

若存在方阵Q ( t) 以及正数 Γ, Θ, v 满足

ΓI ≤Q ( t) ≤ ΘI ,

A T ( t)Q ( t) + Q ( t)A ( t) + Qα( t) ≤- v I ,

则可以对时变线性系统的解给出估计式

ûx û 2 ≤ Θ
Γe- v

Θ( t- t0) ûx 0û 2.

　　定理 1　设m ( t0) = (m x 0 ,m y 0 ,m z 0
) T 是系统演

化初态,则系统自由演化方程mα= O 0m 的解表示为

m 0
x ( t) = m x 0co sΞ( t - t0) - m y 0 sinΞ( t - t0) ,

m 0
y ( t) = m x 0 sinΞ( t - t0) + m y 0co sΞ( t - t0) ,

m 0
z ( t) = m z 0.

若方程 (6) 满足: 1)D < 0;初态满足: 2)

m 2
x 0 + m 2

y 0 = r2
0 ≤

g 2
z

4d x d z
,

在控制律

u x = -
d x

m ∞z
m 0

y ( t) , u y =
d x

m ∞z
m 0

x ( t) , (7)

作用下,方程 (6) 的解渐近趋向于稳态解

m ∞x ( t) = m 0
x ( t) ,m ∞y ( t) = m 0

y ( t) ,

m ∞z ( t) = m ∞z , (8)

其中　 m ∞z =
g z + g 2

z - 4d z d x r2
0

2d z
.

　　 证明　将控制 (7) 代入方程 (6). 注意到方程

(6) 任意两个初值分别为m 1
0,m 2

0 的解m 1 ( t) ,m 2 ( t) ,

其差m 1 ( t) - m 2 ( t) 应该是如下时变线性系统的解:

xα= (D + ΞO z + u xO x + u yO y ) x ,

且初值为m 1
0 - m 2

0. 由引理 1,取Q = I , Γ= Θ= 1,

v = dm in ,其中 - dm in < 0是D 的最大特征根. 可以

验证,引理 1中的条件得到满足,从而可以给出估计

式

ûm 1 - m 2û ≤ e- dm in ( t- t0) ûm 1
0 - m 2

0û.

由此知,当 t→∞时,

m 1 ( t) - m 2 ( t) → 0.

　　另一方面, 可以验证在控制 (7) 作用下 (8) 是

(6) 的一组初值解 (初值为 (m x 0 ,m y 0 ,m ∞z ) T ). 因此,

(6) 以m ( t0) = (m x 0 ,m y 0 ,m z 0
) T 为初值的初值解渐

近收敛于 (8) 给出的解. □

定理 1指出密度矩阵Θ的分量m x ,m y 在渐近意

义下可以保持相干演化. 注意到m x ,m y 反映了量子

态的相干性, 因此定理 1 意味着在渐近意义下量子

态相干性可以得到保持. 定理 1中的条件 1) 是为保

证渐近收敛性而引入的条件, 可以验证量子计算中

广泛应用的 3种退相干模型[1 ] 中,振幅退相干和退

极化退相干满足此条件,而相位退相干则不满足. 条

件 2) 在物理上相当于对初始状态相干性加入的限

制,要求初始相干性小于某个阈值,否则定理 1中给

出的控制策略失效. 阈值的大小只与退相干作用项

有关,而与系统自由演化部分无关.

文献 [ 8 ] 中讨论了与本文相似的问题, 不同之

处在于 [ 8 ] 的目标是m x ,m y 与环境噪声精确解耦.

由于需要对时变线性系统 (6) 严格求解, 这一般是

做不到的, 因此 [ 8 ] 在讨论过程中引入了一个很强

的假设,即要求m 0
x ( t) ,m 0

y ( t) 始终保持为常数. 即便
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如此,得到的控制律形式也很复杂. 而本文方案考虑

的是渐近解耦的问题,因此可以放松对m 0
x ( t) ,m 0

y ( t)

的限制,只需初值落在给定范围内即可. 更具有实际

意义的是,这里给出的控制律表现为正弦形式,它不

仅简单,而且是在已有的实验技术 (例如核磁共振技

术) 中经常采用的基本驱动形式.

根据定理 1可以得到如下推论:

推论1　若物理量A 满足 t rA H 0 = 0,则在定理

1中给出的相干控制下,A 的均值 a ( t) = trA Θ( t) 演

化过程与环境噪声渐近解耦.

证明　二能级量子系统中的物理量A 可表示

为 2×2厄米矩阵,从而可按矩阵基{I , 2 i}展开为A

= a0 I + a12 1 + a22 2 + a32 3,根据矩阵基的正交性

可知

a3 = trA 2 3 =
1
Ξ t rA H 0 = 0,

所以A = a0 I + a12 1 + a22 2. 由此知

a ( t) = a0 + a1m x ( t) + a2m y ( t).

　　由于在定理 1 中给出的控制律作用下,m x ,m y

与环境噪声渐近解耦,因此在相同控制律下, a ( t) 演

化过程与环境噪声渐近解耦,即 a ( t) 渐近趋向于自

由演化 a0 ( t) = a0 + a1m
0
x ( t) + a2m

0
y ( t). □

4　反馈控制抑制退相干
　　由于开环控制不具备足够的抗干扰性和鲁棒

性,因此考虑引入反馈控制. 与经典系统不同, 对量

子系统进行反馈控制存在本质的困难: 根据量子力

学的基本原理, 反馈过程中所需的量子测量会在系

统中引入附加的不可忽略的量子噪声, 在设计控制

律时必须同时考虑抑制这类噪声.

假设被测物理量为A , 对其进行连续测量所对

应的系统演化方程可表示为[12 ]

d Θ= - i[Ξ2 3 + u x 2 1 + u y 2 2, Θ]d t +

∑
j

# jD [L j ]Θd t + # AD [A ]Θd t +

Γ# A H [A ]ΘdW . (9)

上式最后两项代表测量引入的量子噪声项, 其中

D [A ]Θ同式 (2) 定义; #A > 0表示测量强度; 0 < Γ
< 1代表测量效率; H [A ]Θ= A Θ+ ΘA - t r (A Θ+

ΘA ) Θ;测量噪声 dW 为标准的W iener过程,即

E (dW ) = 0, E ( (dW ) 2) = d t,

其中 E (õ) 是对随机过程取平均.

方程 (9) 描述的是单次测量中量子态的演化行

为. 由于含有随机项,对其控制需要涉及随机控制理

论,分析比较复杂. 本研究为避开这个困难, 考虑对

多次测量结果取平均 (相当于在 (9) 中对随机过程

取平均). 这时, (9) 可简化为如下主方程模型:

Θα= - i[Ξ2 3 + u x 2 1 + u y 2 2, Θ] +

∑
j

# jD [L j ]Θ+ # AD [A ]Θ. (10)

　　式 (10) 从物理上描述了在测量和环境噪声作

用下量子系综的平均演化行为. 对其进行分析和控

制在量子光学[13 ] 等领域是有一定意义的.

在本设计方案中考虑对A = 2 3测量. 这样 (10)

在矩阵基{I , 2 i}下表示为

mα= ΞO zm + u xO xm + u yO ym +

(D + # AO 2
z )m + g. (11)

对 2 3连续测量的输出结果为m z ( t) = trΘ2 3,它可用

于设计反馈控制律 ux , u y.

定理 2　设m ( t0) = (m x 0 ,m y 0 ,m z 0
) T 是系统演

化初态. 若满足条件:

1) d z ≠ 0;

2) m 2
x 0 + m 2

y 0 = r2
0 ≤

g 2
z

4 (d x + # A ) d z
;

3) 当 g z > 0时,要求m z 0 > m{ -
z (> 0) ;

当 g z ≤ 0时,要求m z 0 < m{ +
z (≤ 0) ;

其中

m{ ±z =
g z ± g 2

z - 4d z (d x + # A ) r2
0

d z
,

则在控制律

u x = -
d x + # A

m z ( t)
m 0

y ( t) , u y =
d x + # A

m z ( t)
m 0

x ( t)

(12)

作用下, (11) 的解的前两个分量完全与环境解耦,

即

m x ( t) = m 0
x ( t) ,m y ( t) = m 0

y ( t). (13)

而m z ( t) 在 g z > 0时趋向于稳态m{ +
z ,在 g z≤ 0时趋

向于稳态m{ -
z .

证明　方程 (11) 按分量形式可写为如下方程

组:

mα
x = - Ξm y + u ym z - (d x + # A )m x ,

mα
y = Ξm x - u xm z - (d x + # A )m y ,

mα
z = u xm y - u ym x - d zm z + g z.

(14)

容易验证, (13) 在控制 (12) 下是 (14) 中前两式的精

确解,因此系统状态的 x 和 y 分量精确与环境噪声

解耦. 将 (12) , (13) 代入 (14) 最后一式得到

m zm
α

z = - d zm
2
z + g zm z - (d x + # A ) r2

0. (15)

　　方程 (15) 可以分离变量,但一般不能够显式解

出m z = m z ( t) ,因此需要对其进行定性分析.

注意到在条件 1) 下等式右侧一定是二次多项

式,在条件 2) 下这个多项式定有两个解m{ +
z 和m{ -

z ,

因此 (15) 可进一步写作

m zm
α

z = - d z (m z - m{ +
z ) (m z - m{ -

z ). (16)
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　　由条件 3) ,当 g z > 0时,m z 0 > m{ -
z > 0,此时可

以分成两种情况: m z 0 > m{ +
z 和m{ +

z > m z 0 > m{ -
z . 在第

1种情况中,从初值m z 0 出发的轨迹m z ( t) 在演化过

程中保持m z > m{ +
z > 0,mα

z < 0,即m z ( t) 单调减,并

最终趋向于稳态m{ +
z . 在第 2种情况中,m z ( t) 在演化

过程中保持m{ +
z > m z > m{ -

z ,mα
z > 0,即m z ( t) 单调

增,并最终趋向于稳态m{ +
z .

对于g z≤0的情况,类似的讨论可知此时m z ( t)

趋向于稳态m{ -
z . □

注意到式 (15) 可以分离变量,因此尽管不能写

出显示解m z = m z ( t) ,却可得到 t = t (m z ) 的形式.

按这种形式对 (15) 的解进行分析可知,当条件 1)～

3) 不满足时, (15) 给出的解或者发散或者只能向负

的时间方向演化,这些解显然不符合物理要求,因此

在定理 2的控制策略下,条件 1)～ 3) 是必要的.

与定理 1中的条件 2) 相同,定理 2中的条件 2)

可理解为是对初始相干性所作的限制, 要求其小于

某个阈值. 与定理 1 相比, 这个阈值还与测量强度

# A 有关.

由于m z 反映了能量表象下密度矩阵对角元之

差的大小, 而密度矩阵对角元表示状态在两个能级

的分布情况,因此条件 3) 是关于初始能级分布所作

的限制. 条件 3) 的两种情形中均要求初始分布中两

能级的分布相差应足够大.

与文献 [ 8 ] 中给出的开环策略相比, 这里给出

的控制律中m z ( t) 通过测量得到, 而不需要通过求

解微分方程得到, 从而避免了 [ 8 ] 中为了解析求解

微分方程而引入的很强的假设条件, 控制律的形式

也更便于物理实现. 与上节给出的开环控制方案相

比,这里给出的反馈控制使得m x ,m y 分量与环境噪

声精确而非渐近解耦, 因此大大提高了系统的控制

精度和动态响应速度,这在实际应用 (例如量子计算

机的算法实现) 中是非常关键的.

类似推论 1可知,在定理 2的假设条件下,利用

反馈控制,可以使满足 trA H 0 = 0的物理量A 演化

过程与环境噪声精确解耦.

5　结　　语
　　本文讨论了二能级量子系统的退相干抑制问

题. 应用开环相干控制抑制环境噪声产生的退相干,

使得部分系统状态分量可以实现与环境渐近解耦,

并给出了一般力学量与环境渐近解耦的一个充分条

件. 在此基础上引入反馈控制,以实现该部分系统状

态分量与环境的精确解耦, 避免了开环控制设计中

对微分方程的求解,使得控制律更易于实现.

对于一般的N 能级量子系统 (包括多比特量子

系统) 的退相干抑制问题, 可以利用李代数 su (N )

的 Cartan 分解理论将这种方法进行推广. 此外, 本

文关于反馈控制的讨论还只是一些初步的结论, 尚

不涉及对于反馈控制鲁棒性的讨论, 所有这些问题

有待于进一步的研究.
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