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摘　要: 研究极大代数上线性系统单输入单输出的最小实现问题. 给出了存在 2维最小实现的充要条件,该条件是

用无穷序列{g i}∞0 元素之间的关系描述的,因而容易判断; 同时,用涂奉生提出的结构标准形和最小实现算法给出了

2维最小实现的构造方法,从而完全解决了 2维最小实现问题. 作为以上结果的推论,指出了涂奉生猜想在维数小于

等于 2的情况下成立,并通过反例说明涂奉生猜想在大于 2维的情况下不成立.
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Abstract: T he m in im al realizat ion of a low dim ensional S ISO linear system in the m ax2algebra is studied. T he

necessary and sufficien t condit ion fo r the ex istence of 22dim ensional m in im al realizat ion is given, w h ich is described

by the rela t ion of elem ents of the infin ite sequence and is easy to check. T he m ethod of constructing a 22dim ension

m in im al realizat ion is p resen ted th rough the structu ral standardization and arithm etic of m in im al realizat ion

developed by Fengsheng T u, by w h ich the p rob lem of 22dim ension m in im al realizat ion is so lved comp letly.

Consequen tly it is p roved that the con jectu re of Fengsheng T u is righ t w ith the dim ension of the m in im al realizat ion

no mo re than 2. F inally, a coun ter2examp le show s that the con jectu re of Fengsheng T u do se no t ho ld w ith the

dim ensions of m in im al realizat ion b igger than 2.
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1　引　　言
　　设R 是所有实数的集合, ΕΧ - ∞, e Χ 0,令Rϖ

= R ∪ {Ε},在Rϖ上定义加法 Ý 和乘法 á . 如

a Ý b = m ax{a , b},

a á b = a + b, Π a , b, ∈Rϖ,

ab Χ a á b, a1 Χ a , an = an- 1 á a ,

其中: + 是一般意义下的加法,乘号 á 通常省略, an

相当于一般意义上的na. 令D = {Rϖ, Ý , õ},则D 称

为一个极大代数.

一类D ED S 可用极大代数上线性系统来描述.

这类D ED S 的最小实现问题的提法如下: 设已给定

可实现无穷序列{g i}

g 0, g 1,⋯, g i,⋯, (1)

求极大代数上的线性系统 (A ,B , C ) ,即

x (k + 1) = A x (k ) Ý B u (k ) ,

y (k ) = C x (k ) ,
(2)

使得

g 0 = CB , g 1 = CA B ,⋯, g i = CA iB ,⋯. (3)



式 (2) 称为 (1) 的一个实现. 若式 (2) 中A 的阶数均

小于或等于 (1) 的任意一个实现中A 的阶数, 则称

(2) 为 (1) 的最小实现,且A 的阶数称为最小实现的

维数.

求最小实现问题不仅是极大代数上线性系统研

究中的难题,而且是国际上的公开问题,同时也是普

遍困难的数学与物理中的反问题之一. 近 20 年来,

国内外许多学者对这个问题进行了研究. 陈文德[1 ]

研究了准域上的实现理论; O lsder等[2 ] 首先提出了

一种嵌入域的方法; 尔后, Cun ingham e2Green [3 ] 给

出了强凸序列的求最小实现的方法, 并指出当维数

大于 2时,这两种方法不是很有前途. 齐向东和陈文

德[4 ] 将O lsder的方法推广到多输入多输出的情形.

陈文德[5 ] 用图论法得到了稳定序列的最小实现,并

和 Gaubert [6 ] 分别独立地得到了能实现的充要条

件. 涂奉生创造性地提出了特征结构和结构标准形

两个新概念[7 ] , 给出了存在 n 维最小实现的充要条

件的猜想[8 ] , 并通过一个例子指出即使在 2 维的情

形下, 用O lsder 和 Cun ingham e2Green 的方法可能

得不到最小实现, 而用他的方法却可以得到.

Gaubert [9 ] 给出了最小实现维数的上界w eak rank

和下界m ino r rank. Schu tter [10, 11 ] 将这个问题归结

为扩展的线性互配问题 (EL CP) , 以 con secu t ive

co lum n rank为起点找出最小实现维数的下界,解决

了局部最小实现问题, 并指出一般 EL CP 是

N P2hard 的. Gaubert [12 ] 利用双行列式再次给出最

小实现维数的下界m ino r rank, 并给出凸序列的最

小实现. 1999 年, 这个问题作为公开问题在文献

[ 13 ] 中列出. B londel和 Po rt ier [14 ] 证明了求最小实

现的算法是 N P2hard 的. 2004 年,L ahaye 等[15 ] 在

D io ids上研究了状态空间实现问题.

本文将研究极大代数上线性系统单输入单输出

的最小实现问题. 首先给出存在 2 维最小实现的充

要条件, 该条件是用无穷序列{g i}∞0 元素之间的关

系描述的, 因而容易判断; 然后, 用涂奉生的结构标

准形和最小实现算法给出 2 维最小实现的构造方

法,从而完全解决了 2维最小实现问题. 作为以上结

果的推论, 指出了涂奉生猜想在维数小于等于 2 的

情况下成立. 最后,通过反例说明涂奉生猜想在大于

2维的情况下不成立.

2　准备工作
　　定义 1[16 ]　设A 为极大代数上 n× n 的矩阵,

对于Κ≠Ε,若存在向量X ,使得A X = ΚX ,则称Κ为
A 的一个特征值, X 称为特征向量,A 的特征方程定

义为

Κn Ý ∑
k∈N

cn- k Κn- k = cn- 1Κn- 1 Ý ∑
k∈N{

cc- k Κn- k ,

其中: N ∪N{ = {2, 3,⋯, n},N ∩N{ = §.

定义 2[8 ]　设已给定无穷序列

{g i}∞0 : g 0, g 1,⋯, g i,⋯,

构造H ankel矩阵如下:

H =

g 0 g 1 ⋯ g k ⋯

g 1 g 2 ⋯ g k+ 1 ⋯

� � �
g k g k+ 1 ⋯ g 2k ⋯

� � � ω

.

记H = (h ij ) ,若 g k = h 1, k+ 1,则称 g k 所在的列为H

的第 k 列,记为H õk. 如果存在阶数最低的某A 的特

征方程

Κn Ý ∑
k∈N

cn- k Κn- k = cn- 1Κn- 1 Ý ∑
k∈N{

cn- k Κn- k , (4)

使得

H õn Ý ∑
k∈N

cn- kH õn- k =

cn- 1H õn- 1 Ý ∑
k∈N{

cn- kH õn- k ,

则称无穷序列{g i}∞0 为 n2阶周期序列,特征方程 (4)

也称为序列{g i}∞0 的特征方程.

定义3[8 ]　由Cayley2H am ilton定理[16 ]知,将特

征方程 (4) 中的 Κ用矩阵A 替换后,存在方程组

cn- p t
(A n- p t) ij = cn- q t

(A n- qt) ij , t = 1, 2,⋯, T ,

其中 T ∈N . 令 p 3
t = n - p t, q3

t = n - q t,且令

CS t =
(p 3

t , q3
t ) , p 3

t > q3
t ;

(q3
t , p 3

t ) , p 3
t < q3

t .

记CS (A ) = {CS tû t = 1, 2,⋯, T },则CS (A ) 称为矩

阵A 的特征结构或称为 (4) 的特征结构. 可构造矩

阵A 的结构标准形A� 为

A� =

3 e ⋯ Ε
3 ω �

� ω e

⋯ ⋯ 3

.

A� 中处于 i行 j 列 ( i≥ j ) 的元素记为 3 ij ,其确定方

法为

3 ij =
cj - 1öci, ( i, j - 1) ∈CS;

Ε, ( i, j - 1) | CS.

文献[ 8 ] 定义的结构标准形实现为 (A�,B , C ) ,其中:

C = (e, Ε,⋯, Ε) ,B 可由序列{g i}∞0 解出.

尽管文献 [ 14 ] 证明了构造最小实现的算法是

N P2hard 的, 但“寻找存在 n 维最小实现的充要条

件”这一理论问题仍是一个难解而有意义的谜. 文

献[ 8 ] 曾在这个方面做了重要的探索, 给出了一个

充要条件,由于至今没有给出该条件的严密证明,姑
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且称其为涂奉生猜想:

涂奉生猜想[8 ]　无穷序列{g i}∞0 存在 n 维最小

实现的充分必要条件为它是一个 n2阶周期序列.

注 1　文献[ 8 ]中的定理 3. 1即为涂奉生猜想,

从其证明提纲来看,证明思路如下:

设无穷序列{g i}∞0 是一个 n阶周期序列,若该序

列所对应的特征方程不能分解, 则必有 n 维结构标

准形最小实现;若该序列所对应的特征方程能分解,

则必有相对应的 n 维块对角形最小实现, 其中每小

块也是相应的结构标准形最小实现; 于是若无穷序

列{g i}∞0 是一个 n阶周期序列,则必有相对应的 n维

最小实现.

3　2维最小实现
　　引理 1　若无穷序列{g i}∞0 为 12阶周期序列,

则序列中元素的关系为

g k+ 1 = cg k , k = 0, 1, 2,⋯,

其中 c为不等于 Ε的常数,且该序列的最小实现为

A = (c) , C = (e) ,B = (g 0).

反之,最小实现为 1维的序列必为 12阶周期序列.

引理2　若无穷序列{g i}∞0 为22阶周期序列,则

序列的特征方程必为下列方程之一:

(1) Κ2 = c0Κ0;

(2) Κ2 = c1Κ;

(3) Κ2 Ý c0Κ0 = c1Κ;

(4) Κ2 = c1ΚÝ c0Κ0.

引理 1和引理 2的证明很容易,故略去. 一般的

有以下定理:

定理1　若无穷序列{g i}∞0 为22阶周期序列,则

它的元素之间的关系必为下列 6种形式之一:

(1) g k+ 2 = cog k , k = 0, 1,⋯,且 g 2
1 ≠ c0g 2

0;

(2) g k+ 2 = c1g k+ 1, k = 0, 1,⋯,且 g 1 ≠ c1g 0;

(3) g k+ 1 = (c0öc1) g k , k = 0, 1,⋯, l; gm + 2 =

c1gm + 1,m = l + 1, l + 2,⋯,其中 c0 < c2
1, l∈N ;

(4) g 2 = c0g 0, g k+ 2 = c1g k+ 1, k ∈N ,且当 c0 =

c2
1 时, g 1 ≠ c1g 0;

(5) g 2k = c0g 2k- 2, g 2k+ 1 = c1g 2k , k ∈N ,且当 c0

= c2
1 时, g 1 ≠ c1g 0;

(6) g 2k+ 1 = c0g 2k - 1, g 2k = c1g 2k- 1, k∈N ,且当c0

= c2
1 时, g 1 ≠ c1g 0.

证明　对任意的22阶周期序列{g i}∞0 ,由引理2

知序列的特征方程的形式. 下面根据特征方程来证

明序列{g i}∞0 中的元素之间的关系.

(1) 若序列{g i}∞0 的特征方程为 Κ2 = c0Κ0,则有

g k+ 2 = c0g k , k = 0, 1,⋯,且g 2
1≠ c0g 2

0,即为形式 (1).

(2) 若序列{g i}∞0 的特征方程为 Κ2 = c1Κ, 则有

g k+ 2 = c1g k+ 1, k = 0, 1,⋯, 且 g 1 ≠ c1g 0, 即为形式

(2).

(3) 若序列{g i}∞0 的特征方程为Κ2 Ý c0Κ0 = c1Κ,

则有 g k+ 2 Ý c0g k = c1g k+ 1, k = 0, 1,⋯. 分两种情况

来讨论序列{g i}∞0 中的元素之间的关系.

1) 当 g 2 = c1g 1 时,有 g k+ 2 = c1g k+ 1, k = 0, 1,

⋯, g 1 ≠ c1g 0,为形式 (2). 事实上,当 k = 0时,已知

g 2 = c1g 1. 设 k = l,有 g l+ 2 = c1g l+ 1,那么当 k = l +

1 时,有 g l+ 3 Ý c0g l+ 1 = c1g l+ 2 = c2
1g l+ 1, 若 c0 < c2

1,

有 g l+ 3 = c1g l+ 2;若 c0 = c2
1,有 g l+ 3≤ c1g l+ 2, g l+ 4 Ý

c0g l+ 2 = c1g l+ 3 ≤ c2
1g l+ 2, c0g l+ 2 = c1g l+ 3, 即 g l+ 3 =

c1g l+ 2. 由归纳法已证出 g k+ 2 = c1g k+ 1, k = 0, 1,⋯.

反设g 1 = c1g 0,则g k+ 1 = c1g k , k = 0, 1,⋯,为12
阶周期序列,与已知的序列为 22阶周期序列矛盾.

2) 当 c0g 0 = c1g 1时,则有 g k+ 1 = (c0öc1) g k , k =

0, 1⋯, l, l∈N ; gm + 2 = c1gm + 1,m = l + 1, l + 2,⋯,

c0 < c2
1,为形式 (3).

事实上,若 g 2 = c1g 1 = c0g 0,则可以归结到 1)

中,故只考虑 g 2 < c1g 1. 若此时 c0 = c2
1,则 g 3 Ý c0g 1

= c1g 2 < c2
1g 1,矛盾,因而 c0 < c2

1. 当 c0 < c2
1时,可用

图的形式来说明. 在 c0g 0 = c1g 1 的前提下, 每个式

子 g k+ 2 Ý c0g k = c1g k+ 1 (k = 1, 2,⋯) 都有两种可能:

g k+ 2 = c1g k+ 1或c0g k = c1g k+ 1;但当g k+ 2 = c1g k+ 1时,

若下一个式子取 c0g k+ 1 = c1g k+ 2, 则得到 c0g k+ 1 =

c2
1g k+ 1 与 c0 < c2

1 矛盾. 如下图所示.

由上图沿箭头的路径的各种可能情况可知, 序

列{g i}∞0 的元素之间的关系仅有两种:① 形式 (3) ;

② g k+ 1 = (c0öc1) g k , k = 0, 1,⋯. 显然②为 12阶周
期序列,矛盾.

(4) 若序列{g i}∞0 的特征方程为Κ2 = c1ΚÝ c0Κ0,

则有 g k+ 2 = c1g k+ 1 Ý c0g k , k = 0, 1,⋯. 分以下几种

情况讨论序列{g i}∞0 中元素之间的关系.

1) 当 g 2 = c1g 1 时,分两种情况:

① 当 c2
1 ≥ c0, g 1 ≠ c1g 0 时,用归纳法易证 g k+ 2

= c1g k+ 1, k = 0, 1⋯,为形式 (2) ;

② 当 c2
1 < c0 时, 用归纳法易证 g 2k = c1g 2k- 1,
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g 2k+ 1 = c0g 2k- 1, k ∈N ,为形式 (6).

2) 当 g 2 = c0g 0 > c1g 1 时,分两种情况:

① 当 c2
1≥ c0时 (其中 c2

1 = c0时, g 1≠ c1g 0) ,用

归纳法易证 g 2 = c0g 0, g k+ 2 = c1g k+ 1, k ∈N ,为形式

(4).

② 当 c2
1 < c0时,若 c1g 0≥ g 1,用归纳法易证 g 2k

= c0g 2k- 2, g 2k+ 1 = c1g 2k , k∈N ,即为形式 (5) ;若c1g 0

< g 1,则用归纳法易证 g k+ 2 = c0g k , k = 0, 1, 2,⋯,

即为形式 (1).

综上所述,定理 1得证. □

定理 2　无穷序列{g i}∞0 存在 2维最小实现的

充要条件是: 序列{g i}∞0 的元素之间的关系具有定

理 1中的 6种形式之一.

证明　由定理 1,必要性显然.

充分性. 文献 [ 8 ] 用结构标准形给出了最小实

现的一个算法, 下面就用这个方法对定理 1 中每种

形式的序列来构造 2维最小实现.

(1) 若无穷序列{g i}∞0 元素之间的关系具有形

式 (1) : g k+ 2 = c0g k , k = 0, 1,⋯,且 g 2
1 ≠ c0g 2

0,令

A =
Ε e

c0 Ε
, C = [e　Ε],B =

g 0

g 1

,

这里A , C 为结构标准形,B 的元素由序列方程 g i =

CA iB 解出. 易验证 (A ,B , C ) 是序列{g i}∞0 的最小实

现.

(2) 若无穷序列{g i}∞0 元素之间的关系具有形

式 (2) : g k+ 2 = c1g k+ 1, k = 0, 1,⋯且 g 1≠ c1g 0,易验

证

A =
Ε e

Ε c1

, C = [e　Ε],B =
g 0

g 1

是序列{g i}∞0 的最小实现.

(3) 若无穷序列{g i}∞0 元素之间的关系具有形

式 (3) : g k+ 1 = (c0öc1) g k , k = 0, 1,⋯, l; gm + 2 =

c1gm + 1,m = l + 1, l + 2,⋯,其中 c0 < c2
1. 易验证

A =
c0öc1 e

Ε c1

, C = [e　Ε],B =
g 0

(1öcl+ 1
1 ) g l+ 2

是序列{g i}∞0 的最小实现.

(4) 若无穷序列{g i}∞0 元素之间的关系具有以

下 3种形式之一:

(4) g 2 = c0g 0, g k+ 2 = c1g k+ 1, k ∈N ;

(5) g 2k = cog 2k- 2, g 2k+ 1 = c1g 2k , k ∈N ;

(6) g 2k+ 1 = c0g 2k- 1, g 2k = c1g 2k- 1, k ∈N ;

且当 c0 = c2
1 时,必有 g 1 ≠ c1g 0. 易验证

A =
Ε e

c0 c1

, C = [e　Ε],B =
g 0

g 1

是序列{g i}∞0 的最小实现. □

定理 2 的证明给出了 2 维最小实现的构造方

法.

推论 1　无穷序列{g i}∞0 存在 2维最小实现的

充要条件是序列{g i}∞0 是 22阶周期序列.

推论2　若无穷序列{g i}∞0 是22阶周期序列,则

必有 2维的结构标准形最小实现.

注 2　引理 1和推论 1说明涂奉生的猜想在小

于等于 2维的情况下成立.

4　猜想的否定
　　本文将用下面的例子说明在大于 2 维的情况

下,涂奉生猜想是不成立的.

例 1　若有无穷序列

{g i}∞0 = Ε, 1, 2, 3, Ε, 5, Ε, 7, 8, 9, Ε, 11, Ε, 13,⋯,

则序列{g i}∞0 没有 3维最小实现.

首先构造序列{g i}∞0 的 H ankel矩阵 (略). 显

然,序列{g i}∞0 的列之间有如下关系:

H õk+ 3 Ý 3H õk = 1H õk+ 2 Ý 2H õk+ 1,

则它对应的方程为

Κ3 Ý 3Κ0 = 1Κ2 Ý 2Κ, (5)

且 (5) 是矩阵A 的特征方程,其中

A =

Ε e Ε
2 Ε e

Ε 2 1

,

所以 (5) 为序列{g i}∞0 的特征方程. 易分析出它的元

素之间不具有引理 1和定理 1所描述的元素之间的

关系,故由引理 1和定理 2可知,序列{g i}∞0 没有小

于 3维的最小实现.

由推论 1和 定义 2知该序列为 32阶周期序列,

假设无穷序列{g i}∞0 有 3维的实现,即

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, C = [c1　c2　c3 ],

B = [b1　b2　b3 ]T ,

那么, g 0 = c1b1 Ý c2b2 Ý c3b3 = Ε,则有 c1b1 = c2b2 =

c3b3 = Ε,且 c1, c2, c3, b1, b2, b3中至少有 3个元素为Ε,

其中: c1, c2, c3 不能同时为 Ε; b1, b2, b3 不能同时为 Ε.
由极大代数中的置换可知, 只需分以下两种情况讨

论即可:

(1) c1 ≠ Ε, c2 = c3 = Ε;
(2) c1 = Ε, c2 ≠ Ε, c3 ≠ Ε.
由情况 (2) 必然有 b1≠Ε, b2 = b3 = Ε,根据B 和

C 的对称性, 可将其归结为情况 (1) , 故只给出情况

(1) 的讨论.

g 1 = b2a12c1 Ý b3a13c1,

由 g 1 = 1知, b2, b3中至少有一个不等于 Ε. 不妨设 b2
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≠ Ε,分两种情况讨论:

1) b3 ≠ Ε.
① 若 a12 ≠ Ε, a13 ≠ Ε时,由 g 4 = Ε可知, a11 =

a22 = a33 = Ε, g 2 = b3a12a23c1 Ý b2a13a32c1. 由 g 2 = 2,

g 4 = Ε可知, a23, a32 中至少有一个为 Ε, 但不能同时

为 Ε. 不妨设 a23≠ Ε, a32 = Ε(a23 = Ε, a32≠ Ε可类似
证明).

(É ) 若 a21 ≠ Ε,则CA 4B ≥ b3a23a12a12a21c1≠ Ε
与已知的 g 4 = Ε矛盾,故 a21 = Ε.

(Ê ) 若 a31 ≠ Ε,则CA 4B ≥ b3a12a13a23a31c1≠ Ε
与已知的 g 4 = Ε矛盾,故 Α31 = Ε.
因而

A =

Ε a12 a13

Ε Ε a23

Ε Ε Ε
, C = [c1　Ε　Ε],

B = [Ε　b2　b3 ]T.

可知CA 3B = Ε与已知的g 3 = 3矛盾,故 (A ,B , C ) 不

是序列{g i}∞0 的最小实现.

② 若 a12≠ Ε, a13 = Ε(a12 = Ε, a13≠ Ε可进行类
似的计算) 时, 由 g 4 = Ε可知, a11 = a22 = Ε, g 2 =

b3a12a23c1 = 2,则 a23 ≠ Ε.
(É ) 若 a21 ≠ Ε,则CA 4B ≥ b3a12a12a23a21c1≠ Ε

与已知的 g 4 = Ε矛盾,故 a21 = Ε.
(Ê ) 若 a31 ≠ Ε,则CA 4B ≥ b2a12a12a23a31c1≠ Ε

与已知的 g 4 = Ε矛盾,故 a31 = Ε.
(Ë ) 若 a32 ≠ Ε,则CA 4B ≥ b3a12a23a23a32c1≠ Ε

与已知的 g 4 = Ε矛盾,故 a32 = Ε.
(Ì ) 若 a33 ≠ Ε,则CA 4B ≥ b3a12a23a33a33c1≠ Ε

与已知的 g 4 = Ε矛盾,故 a33 = Ε.
因而

A =

Ε a12 Ε
Ε Ε a23

Ε Ε Ε
, C = [c1　Ε　Ε],

B = [Ε　b2　b3 ]T.

可知CA 3B = Ε与已知的g 3 = 3矛盾,故 (A ,B , C ) 不

是序列{g i}∞0 的最小实现.

2) b3 = Ε.
则 g 1 = b2a12c1, a12≠Ε. 由 g 4 = Ε可知, a11 = a22

= Ε, CA 2B = Ε与已知的 g 2 = 2矛盾,故相应的 (C ,

A ,B ) 不是序列{g i}∞0 的最小实现.

综上所述, 序列{g i}∞0 的确没有 3 维的最小实

现.

例 2　无穷序列

{g i}∞0 = e, 1, 3, 4, 10, 13, 17, 20, 24, 27, 31,⋯

为 32阶周期序列,没有3维结构标准形实现,但是有

3维最小实现.

下面证明序列{g i}∞0 没有 3维结构标准形实现.

首先构造序列{g i}∞0 的 H ankel矩阵 (略). 显

然,序列{g i}∞0 的列之间有如下关系:

H õk+ 3 Ý 8H õk = 3H õk+ 2 Ý 7H õk+ 1,

则它所对应的方程为

Κ3 Ý 8Κ0 = 3Κ2 Ý 7Κ, (6)

且 (6) 为矩阵A 1 的特征方程,其中

A 1 =

3 2 Ε
5 Ε 2

Ε 1 1

,

所以 (6) 为序列{g i}∞0 的特征方程. 易分析出它的元

素之间不具有引理 1和定理 1中所描述的元素之间

的关系,故由引理 1和定理 2可知,它没有小于 3维

的最小实现.

由推论 1和定义 2知序列{g i}∞0 是 32阶周期序
列. 按照涂奉生[8 ] 的方法构造结构标准形实现, 其

中一个结构标准形实现为

A =

1 e Ε
Ε Ε e

Ε 7 3

, C = [e　Ε　Ε],B =

b1

b2

b3

.

易计算出 b1 = e, b2≤- 3, b3 = 3,但CA 3B = 6与已

知的 g 3 = 4矛盾,故 (A ,B , C ) 不是序列{g i}∞0 的实

现 ( 用类似的方法可计算出, 其他的 3 维结构标准

形也不是序列{g i}∞0 的实现). 即序列{g i}∞0 没有 3

维结构标准形实现. 易验证 (A 1,B 1, C 1) 是序列

{g i}∞0 的最小实现,其中

C 1 = [Ε　Ε　e ],B 1 = [Ε　Ε　e ]T.

5　结　　语
　　1992年,涂奉生[8 ]大胆地猜想:“定义 2 的阶数

= 最小实现的维数”. 3 年后, Schu t ter 等[10 ]谨慎地

表达了平凡且显然的结论:“定义2的阶数≤最小实

现的维数”. 这是两种不同的学术观点,但“≤”并没

有排除永远取“= ”的可能性. 本文严密证明了阶数

≤2时,取“= ”; 阶数= 3 时,可以取“< ”,从而否定

了涂奉生猜想. 尽管如此,文献 [ 8 ]仍具有重要的价

值, 特别是“特征结构”和“结构标准形”这两个原创

性的新概念是十分重要的工具. 例如,本文利用“结

构标准形”证明了定理2.
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