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欠驱动机械系统的三类级联规范型

高丙团, 陈宏钧, 张晓华
(哈尔滨工业大学 电气工程系, 哈尔滨 150001)

摘　要: 基于欠驱动机械系统的动力学,分析了其驱动模式;为了便于欠驱动机械系统的控制设计,针对具有动能对

称性的欠驱动机械系统,提出了一种闭环全局坐标变换方案. 该方案将欠驱动机械系统的动力学转换成具有结构特

征的级联规范型 (即严格反馈、严格前馈和非三角级联非线性系统) ,并分别给出了 Pendubo t、倒立摆系统和 TORA

(T ransla t ional O scilla to r w ith Ro tational A ctuato r) 系统的级联规范型.
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Abstract: Based on the dynam ics of underactuated m echan ical system s, the actuation mode is analyzed and a clo sed2
fo rm changes of coo rdinates are p resen ted fo r such system s w ith symm etry that are conven ien t fo r con tro l design.

T he changes of coo rdinates transfo rm the dynam ics in to structu red cascade no rm al fo rm s, nam ely, non linear

system s in strict feedback fo rm , feedfo rw ard fo rm , and nontriangu lar fo rm. T he resu lts are app lied to the

Pendubo t, the inverted2pendu lum system , and the transla t ional o scilla to r w ith ro ta t ional actuato r (TORA ) system.
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1　引　　言
　　欠驱动机械系统是指控制输入数目少于系统自

由度的系统. 欠驱动机械系统广泛存在于实际的控

制应用中,如机器人,航空飞行器,水下交通工具和

水面舰船等. 由于欠驱动系统应用广泛,对于它的控

制便显得尤为重要. 在过去的十几年中,欠驱动系统

分析和控制设计的挑战性吸引了大量的研究者,这

些研究人员的领域涉及到非线性控制理论、机器人

和自动化、自动化交通工具的控制和柔性机构的控

制. 对于一般欠驱动机械系统的控制被认为是目前

主要的开放问题之一[1 ].

　　欠驱动系统控制设计复杂的主要原因是欠驱动

系统不能完全反馈线性化. 许多非线性设计方法,如

后推法[2, 3 ]、前馈法[4 ] , 以及高增益ö低增益设计[5, 6 ]

等,除了在一些特定的情况下都不能直接用来进行

欠驱动系统的控制设计. 一般情况下,人们感兴趣的

非线性系统是非三角规范型[2 ]、严格反馈型[2 ]和前

馈型[6 ] ,因此希望将欠驱动机械系统的动力学转换

成具有这些结构特征的非线性系统. 鉴于此,本文针

对具有动能对称性的欠驱动机械系统,给出了 3 种

坐标变换,这些变换可以将欠驱动机械系统的动力

学模型转换成结构化的级联非线性系统 (严格反馈

型、前馈型和非三角型非线性系统). 最后结合 3 个

实例,说明本文结论的实用性.

2　系统动力学描述
　　本文考虑一类简单的欠驱动机械系统,它们的



拉格朗日算子是以动能 (半正定) 和势能之差形式

出现[7 ] ,即

L (q, qα) = K - V =
1
2

qαTM (q) qα- V (q). (1)

其中: q∈Q 表示属于 n维结构流形Q 的结构向量,

M (q) 是一个正定的对称阵表示系统的惯性矩阵; K

和V (q) 分别表示系统的动能和势能. 系统 (1) 的欧

拉 2拉格朗日方程为
d
d t

5L
5qα-

5L
5q

= B (q) u. (2)

其中: B (q) = (b1 (q) ,⋯, bl (q) ) 表示外部力矩阵, u

∈R l (1≤ l, l < n , n ≥ 2) 表示系统的控制输入. 对

于简单的拉格朗日算子系统的情况,通过计算,方程

(2) 可表示为如下形式:

M (q) q
¨

+ C (q, qα) qα+ G (q) = B (q) u. (3)

其中: C (q, qα) 表示系统的Co rio lis力和离心力矩阵,

G (q) 表示系统的重力作用矩阵. 将系统的结构向量

分解为 q = co l (qn- m , qm ) ∈Q n- m ×Q m ,并假定输入

力矩阵满足下面的驱动模式:

1) u = u 2 ∈Rm 为控制量,B (q) = [ 0, Im ]T;

2) u = u 1∈R n- m 为控制量,B (q) = [ I n- m , 0 ]T.

则式 (3) 可重写为

m 11 (q) q
¨

1 + m 12 (q) q
¨

2 + f 1 (q, qα) = u 1, (4a)

m 21 (q) q
¨

1 + m 22 (q) q
¨

2 + f 2 (q, qα) = u 2. (4b)

其中 f i包含Co rio lis力项、离心力项和重力项.

　　 对于驱动模式 1) 和 2) , 可分别通过可逆的控

制输入变换将系统的动力学 (4) 转换成[8 ]

q
¨

1 = J (q) v + R (q, qα) , (5a)

q
¨

2 = v. (5b)

其中 v 为新的控制输入量, 针对不同的模式可得到

各自的 J (q) , R (q, qα). 欠驱动系统 (5) 的主要特点

是,控制输入 v 同时出现在了系统的线性和非线性

子系统中, 这是欠驱动机械系统控制设计复杂性的

主要来源. 本文给出一种全局的坐标变换,它能够在

保持系统的线性子系统不变的情况下, 将具有对称

性质的欠驱动机械系统的两个子系统关于控制输入

解耦,从而得到级联的非线性系统. 所谓对称性质在

这里指动能对称,定义如下:

定义 1 (形态变量和动能对称)　考虑一个结构

向量为 q∈Q 的简单拉格朗日算子系统,出现在惯

性矩阵中的变量就称为形态变量. 如果一个结构变

量q j没有出现在惯性矩阵中,它就称为外部变量. 这

说明外部变量 q j 存在等式 5K (q, qα) ö5q j = 0;同时也

说明这个简单拉格朗日算子系统关于外部变量动能

对称.

3　级联规范型
　　下面给出具有动能对称性的欠驱动机械系统

三角ö非三角结构特征的规范型.

定理 1 (非三角规范型)　 考虑具有对称性质

M (q) = M (q2) 的两自由度欠驱动机械系统 (4) ,假

定形态变量 q2 是未驱动的,则可根据系统的拉格朗

日算子得到下面的坐标变换:

z 1 = q1 + ( (q2) ,

z 2 = m 21 (q2) qα1 + m 22 (q2) qα2 = 5L ö5qα2,

Ν1 = q2, Ν2 = qα2. (6)

其中

( (q2) =∫
q2

0
m - 1

21 (Η)m 22 (Η) dΗ (7)

在

U = {q2ûm 21 (q2) ≠ 0} (8)

上将系统的动力学 (4) 转换成一个非三角形式的级

联非线性系统.

　　 证明 　 根据 z 1 和 z 2 的定义, 得到 zα1 =

z 2öm 21 (q2). 计算得

zα2 = 5L ö5q2 = 5K ö5q2 - 5V (q) ö5q2 =

- 5V (q) ö5q2 +
1
2

dm 11

dq2
qα21 +

dm 21

dq2
qα1qα2 +

1
2

dm 21

dq2
qα22. (9)

　　令

g 1 (q1, q2) = - 5V (q) ö5q2,

同时将

q1 = z 1 - ( (q2) ,

qα1 = (z 2 - m 22 (q2) qα2) öm 21 (q2) ,

代入式 (9) ,得到

zα2 = g 1 (z 1 - ( (q2) , q2) +

1
2

dm 11

dq2
[z 2 - m 22 (q2) qα2 ]2 +

dm 21

dq2
[z 2 - m 22 (q2) qα2 ]qα2 +

1
2

dm 22

dq2
qα2

2.

结合式 (6) ,即给出了该类欠驱动机械系统的非三角

规范型如下:

　　zα1 = m - 1
21 (Ν1) z 2,

　　zα2 = g 1 (z 1 - ( (Ν1) , Ν1) +
1

2m 2
21

dm 11

dΝ1
z 2

2 +

1
m 21

dm 21

dΝ1
-

m 22

m 2
21

dm 11

dΝ1
z 2Ν2 +

m 2
22

2m 2
21

dm 11

dΝ1
-

m 22 (Ν1)
m 21 (Ν1)

dm 21

dΝ1

+
1
2

dm 22

dΝ1
Ν2

2,

　　Ν
õ

1 = Ν2, Ν
õ

2 = v. (10)
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定理得证 1□
定理 2 (前馈规范型)　假设定理 1的所有条件

都成立,且满足如下条件:

1) g 1 (q1, q2) 不依赖于 q1, 即 g 1 (q1, q2) =

g 1 (q2) ;

2) m 11 是常量.

那么,坐标变换

x 1 = z 1, x 2 = z 2öm 21. (11)

将两自由度欠驱动机械系统的规范型 (10) 转换成

如下形式的前馈级联非线性系统:

xα1 = x 2,

xα2 = 5 (Ν1) +
1

2m 21

dm 22

dΝ1
-

m 22

m 2
21

dm 21

dΝ1
Ν2

2,

Ν
õ

1 = Ν2, Ν
õ

2 = v. (12)

　　证明　根据条件1) 和条件2) 直接计算即可得

证. □

定理 3　考虑具有对称性质M (q) = M (q2) 的

两自由度欠驱动机械系统 (4) , 假定形态变量 q2 是

驱动的, 则可根据系统的拉格朗日算子得到下面的

坐标变换:

z 1 = q1 + ( (q2) ,

z 2 = m 11 (q2) qα1 + m 12 (q2) qα2 = 5L ö5qα1,

Ν1 = q2, Ν2 = qα2. (13)

将系统的动力学转换成如下形式的严格反馈级联非

线性系统:

zα1 = m - 1
11 (Ν1) z 2,

zα2 = g 2 (z 1 - ( (Ν1) , Ν1) ,

Ν
õ

1 = Ν2, Ν
õ

2 = v. (14)

其中

( (q2) =∫
q2

0
m - 1

11 (Η)m 12 (Η) dΗ,

g 2 (q1, q2) = - 5V (q) ö5q1.

　　 证明 　 根据 z 1 和 z 2 的定义, 则得到 zα1 =

m - 1
11 (q2) z 2. 注意到 5K ö5q1 = 0,计算得

zα2 =
5L
5q1

=
5K
5q1

-
5V
5q1

= g 2 (z 1, Ν1) ,

则结果得证. □

对于欠驱动机械系统的这 3 种规范型 (即严格

反馈、严格前馈和非三角非线性系统) , 可分别采用

后推法、嵌入饱和法和不动点法进行控制器设计,由

于篇幅所限,将另文给出.

4　应用举例
　　下面针对几个欠驱动机械系统的基准例子,应

用本文介绍的坐标变换的方法给出它们的规范型.

例 1　Pendubo t [9 ] 为一个激励在肩部的两连杆

机器人,其动力学方程为

m 11 (q2) q
¨

1 + m 12 (q2) q
¨

2 - 2bsin (q2) qα2qα1 -

bsin (q2) qα22 + g 1 (q1, q2) = Σ,

m 21 (q2) q
¨

1 + m 22 (q2) q
¨

2 +

bsin (q2) qα21 + g (q1, q2) = 0. (15)

其中

　m 11 (q2) = m 1 l2
1 + m 2 (L 2

1 + L 2
2) + I 1 + I 2 +

2m 2 l2L 1co s (q2) = : a + 2bco s (q2) ,

　m 22 (q2) = m 2 l2
2 + I 2 = : c,

　m 12 (q2) = m 21 (q2) = c + bco s (q2) ,

　g 1 (q1, q2) =

　 - (m 1 l1 + m 2L 1) g sin (q1) - m 2 l2 sin (q1 + q2) ,

　g 2 (q1, q2) = - m 2 l2g sin (q1 + q2).

m i, I i,L i, l i, q i 分别表示第 i节连杆的质量、长度、质

心的长度和关节角度, Σ为控制输入. 显然, q2 是

Pendubo t机器人的形态变量, 是未驱动的. 因此根

据定理 1应用坐标变换 (6) 可得到 Pendubo t的非三

角形式的规范型

　　zα1 = z 2,

　　zα2 =
m 2 l2g sin (z 1 - ( (Ν1) + Ν1)

m 21
-

bsin (Ν1)
m 21

[ (z 2 -
m 22

m 21
Ν2)

2
+

m 22

m 21
Ν2

2 ],

　　Ν
õ

1 = Ν2, Ν
õ

2 = v. (16)

其中

( (q2) =∫
q2

0

m 22 (Η)
m 21 (Η) dΗû (c> b, q2∈[ - Π, + Π]) =

2c

c2 - b2
arctan c - b

c + b
tan

q2

2
.

　　例 2　一阶倒立摆系统[10 ]为一个车摆系统,其

动力学方程如下:

(m 1 + m 2) q
¨

1 + m 2 lco s (q2) q
¨

2 - m 2 lsin (q2) qα22 = F ,

m 2 lco s (q2) q
¨

1 + (m 2 l2 + I ) q
¨

2 - m 2g lsin (q2) = 0.

(17)

其中: m 1,m 2, l, I , q1, q2 分别表示小车和摆杆的质

量、摆杆质心长度、摆杆的惯量、小车的位置和摆杆

的角度, F 为控制输入. 一阶倒立摆系统的动力学满

足定理 1的条件, 同时其满足定理 2 的另外两个条

件. 因此,根据定理 2应用坐标变换 (6) 和变换 (11)

即得到倒立摆系统的前馈形式的级联规范型

xα1 = x 2,

xα2 = g (Ν1) +
1

2m 21

dm 22

dΝ1
-

m 22

m 2
21

dm 21

dΝ1
Ν2

2,

Ν
õ

1 = Ν2, Ν
õ

2 = v , (18)
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其中 g (Ν1) = m 2g lsin (Ν1).

例 3　TORA 系统[3 ] 有一个移动的振荡平台,

通过一个转动的质体控制,其动力学方程如下:

(m 1 + m 2) q
¨

1 + m 2 rco s (q2) q
¨

2 -

m 2 rsin (q2) qα2
2 + kq1 = 0,

m 2 rco s (q2) q
¨

1 + (m 2 r2 + I ) q
¨

2 + m 2g rsin (q2) = Σ.
(19)

其中: m 1,m 2, r, I , k , q1, q2 分别表示小车和摆球的质

量、摆杆长度、摆杆的惯量、弹簧常数、小车的位置和

摆杆的角度, Σ为控制输入. q1, q2分别是TORA 系统

的外部变量和形态变量, 且 q2 是驱动的, 因此根据

定理 3,应用坐标变换 (13) 可将 TO RA 系统的动力

学转换成一个具有严格反馈形式的级联非线性系

统,即

zα1 = (m 1 + m 2) - 1z 2, zα2 = - kΝ1 + k ( (Ν1) ,

Ν
õ

1 = Ν2, Ν
õ

2 = v , (20)

其中

( (q2) =∫
q2

0

m 12 (Η)
m 11 (Η) dΗ=

m 2 rsin (q2)
m 1 + m 2

.

5　结　　语
　　针对大部分欠驱动机械系统的惯性矩阵都具有

动能对称的特性,本文通过适当的坐标变换将其动

力学转换成具有结构特征的级联非线性系统,即严

格反馈、严格前馈和非三角的级联非线性系统. 通过

这些规范型,可使用已有的非线性控制设计方法 (如

后推法和前馈法) ,控制复杂的欠驱动机械系统. 最

后,给出了3个标准欠驱动机械系统的4阶级联规范

型的例子,验证了文中提出坐标变换的实用性.
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基于析取图的非周期可重构流水作业的建模与优化 任思成,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一类线性不确定切换系统的非脆弱控制器设计方法 汪　锐,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

柔性机械手的鲁棒控制器设计 张袅娜,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一种混杂的图像配准方法 柴玉华,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

基于最大熵估计的支持向量机概率建模 张　翔,等⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

供应链中提前期压缩的Pareto 优化 宋华明⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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