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基于采样测量值的不确定系统鲁棒H ∞滤波
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(东北大学 a. 教育部暨辽宁省流程工业综合自动化重点实验室, b. 信息科学与工程学院, 沈阳 110004)

摘　要: 讨论了一类基于采样测量值的不确定系统鲁棒 H ∞滤波问题,所考虑的系统同时具有连续和离散干扰. 对

于所有的不确定性,研究了系统稳定性条件,并利用采样测量值设计了一个稳定的滤波器,滤波误差满足指定的 H ∞

性能. 给出了滤波器存在的充分条件,并利用矩阵变换得到了设计滤波器的LM I方法,通过求解LM I可以方便地得

到滤波器的表达形式. 最后,数值算例说明了所设计方法的有效性和可行性.
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Abstract: T he p rob lem of robust H ∞ filtering of uncerta in system s w ith bo th con tinuous and discrete distu rbance is

addressed based on samp led m easurem ents. T he aim is to design a stab le filter using samp led m easurem ents, w h ich

ensures bo th the robust stab ility and p rescribed level of H ∞ perfo rm ance of the filtering erro r dynam ics fo r all

adm issib le uncerta in ty. Sufficien t condit ions fo r the ex istence of the filter are derived. A n LM Im ethod fo r design ing

the filters is given by m atrix transfo rm ations, so that the exp ression of the filter can be easily ob tained. A num erical

examp le show s that the m ethod is effective and feasib le.
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1　引　　言
　　卡尔曼滤波是信号估计的重要方法,并广泛应

用于信号处理、通讯和控制等领域. 但卡尔曼滤波方

法在实际应用中具有很大的局限性,它要求已知精

确的数学模型及噪声输入为严格的高斯过程. 由于

在实际的系统中往往具有许多不确定因素,为此,不

确定系统的鲁棒H ∞ 滤波问题引起了人们的关注.

与卡尔曼滤波相比H ∞滤波的主要优点在于无需假

设干扰信号的统计特性,这样更符合实际的应用[1 ].

有关不确定系统鲁棒H ∞滤波器的设计已经取得了

许多的成果, 文献 [ 2 ] 研究了最小方差鲁棒 H ∞ 滤

波,所设计的滤波器对所有不确定性均使估计误差

的方差有一个上界; 文献 [ 3 ] 讨论了不确定时变系

统的鲁棒H ∞ 滤波,并给出了滤波器设计的R icca ti

不等式方法;文献[ 4 ]则考虑了H 2öH ∞滤波的改进

算法,并给出了设计滤波器的LM I方法.

需指出的是, 上述提到有关H ∞ 滤波的结果都

假设系统输出是连续可测的. 当只有系统的离散输

出可测时,其H ∞滤波问题也有了一些结果,但仍需

进一步完善与研究. 文献 [ 5 ] 利用局部采样可测量

设计了线性滤波器, 但给出的是 R iccat i不等式方

法,这给求解带来了困难, 并不便于实际应用. 文献



[ 6, 7 ] 均是基于连续和离散的H am iton2Jacob i方程

设计了非线性采样测量系统的鲁棒H ∞滤波.

本文是在上述已取得成果的基础上进一步研究

了基于采样测量值的不确定系统鲁棒 H ∞ 滤波问

题. 本文所考虑的系统同时具有连续和离散的干扰;

在证明滤波误差满足 H ∞ 性能时, 没有依赖于

L yapunov函数加强不等式, 这样减小了保守性; 给

出了滤波器存在的充分条件以及设计滤波器的

LM I方法,对比于R icca t i不等式, 更方便于实际的

计算,同时数值算例验证了文中所提方法的有效性.

2　系统描述
　　考虑如下形式不确定系统:

　　 (2 ) : xα( t) = [A + ∃A ( t) ]x ( t) + B Ξ( t) ,

　　t≠ ih , x (0) = 0, (1)

x ( ih ) = C 1x ( ih - ) + D 1∆( ih ) ,

　　i = 0, 1,⋯, (2)

z ( t) = L x ( t). (3)

其中: x ( t) ∈R n是系统状态, Ξ( t) ∈L 2 [ 0,∞) 是系

统的连续干扰; L 2 [ 0,∞) 指在[ 0,∞) 上平方可积分

的向量函数空间, ∆( ih ) ∈ l2 [ 0,∞) 是系统的离散干

扰, l2 [ 0,∞) 指在[ 0,∞) 上平方可求和的向量序列

空间; h > 0是一个已知的常数; A ,B , C 1,D 1是具有

适当维数的实常数矩阵. ∃A ( t) 表示系统的参数不

确定项,并假设其满足如下形式:

∃A ( t) = M F ( t)N . (4)

这里M ,N 为具有适当维数的已知矩阵, F ( t) ∈

R i×j 为一个未知矩阵,且满足

F ( t) F T ( t) ≤ I , Π t. (5)

　　设

y ( ih ) = C 2x ( ih - ) + D 2Γ( ih ) ,

i = 0, 1,⋯. (6)

其中: y ( ih ) ∈ R m 是采样可测量, Γ( ih ) ∈ l2 [ 0,∞)

是可测干扰, C 2 和D 2 是具有适当维数的实常数矩

阵.

设计如下形式的滤波器:

　　 (2 f ) : x
⌒
õ

( t) = A f x
⌒

( t) , t≠ ih ,

x
⌒

( ih ) = B f x
⌒

( ih - ) + C f y ( ih ) ,

　　　i = 0, 1,⋯,

z
⌒

( t) = L f x
⌒

( t). (7)

其中: z
⌒

( t) 为 z ( t) 的估计值,A f ,B f , C f ,L f 为滤波器

系数矩阵. 定义滤波估计误差为

zζ ( t) = z ( t) - z
⌒

( t) , (8)

且满足

‖zζ‖2 ≤ Χ2 (‖Ξ‖2
L 2 + ‖∆‖2

l2 + ‖Γ‖2
l2

) ,

Χ> 0为给定的常数.

通过系统 (2 ) 和 (2 f ) 得到增广系统为:

　　 (2 e) : Ν
õ

( t) = [A� + ∃A
� ( t) ]Ν( t) + B

�Ξ( t) ,

　　　　t≠ ih , (9)

Ν( ih ) = C
�

1Ν( ih - ) + D
�

1Γλ( ih ) ,

　　　　i = 0, 1,⋯, (10)

zζ ( t) = L
�Ν( t). (11)

其中

Ν( t) = [x ( t) T　x
⌒

( t) T ]T ,

Γλ( ih ) = [∆( ih ) T　Γ( ih ) T ]T ,

A
� =

A 0

0 A f

, B
� =

B

0
, L

� = [L - L f ],

C
�

1 =
C 1 0

C f C 2 B f

, D
�

1 =
D 1 0

0 C fD 2

,

∃A� ( t) =
∃A ( t) 0

0 0
, M� =

M

0
,

∃A
� ( t) = M

�
F ( t)N

� , N
� = [N 　0 ].

3　主要结果
　　本文的目的是针对系统 (2 ) 设计一个滤波器,

其形式为 (7) , 且对于所有的不确定性, 下面的两个

要求同时满足:

1) 增广系统 (2 e) 是渐近稳定的;

2) 给定 Χ> 0,滤波误差满足

‖zζ‖2 ≤ Χ2 (‖Ξ‖2
L 2 + ‖∆‖2

l2 + ‖Γ‖2
l2

).

引理 1[4 ]　对于任意具有适当维数的矩阵H , F ( t) ,

E , F ( t) 满足F T ( t) F ( t) ≤ I ,则可以得到对任意Ε>

0,有

H F ( t) E + E T F T ( t)H T ≤ Ε- 1H H T + ΕE T E.

　　在滤波器的设计中,估计误差依赖于系统的状

态,因此系统的稳定性对保证估计误差的有界性是

十分必要的. 因此下面的定理给出了增广系统 (2e)

渐近稳定的条件.

定理 1　对于给定的 Ε> 0, Χ> 0,系统 (2 e) 是

渐近稳定的 (Ξ( t) = 0, Γλ( ih ) = 0时) ,并且该系统满

足H ∞性能

‖zζ‖2 ≤ Χ2 (‖Ξ‖2
L 2 + ‖∆‖2

l2 + ‖Γ‖2
l2

).

(12)

如果存在对称矩阵 P > 0,使下列矩阵不等式成立:

A
�T P + PA

�
PM

�
N
�T L

�T PB
�

M
�T P - ΕI 0 0 0

N� 0 - Ε- 1 I 0 0

L� 0 0 - I 0

B�T P 0 0 0 - Χ2 I

< 0,

(13)

C
�T

1 PC
�

1 - P < 0, (14)
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C
�T

1 PC
�

1 - P C
�T

1 PD
�

1

D
�T

1 PC
�

1 D
�T

1 PD
�

1 - Χ2 I
< 0. (15)

　　证明　定义L yap unov函数

V (Ν( t) ) = Ν( t) T P Ν( t) ,

对其求导,将式 (9) 代入并应用引理 1可得

Vα(Ν( t) ) ≤

Ν( t) T [A�T P + PA� + Ε- 1PM�M�T P +

ΕN�TN� ]Ν( t) + 2Ν( t) TPB�Ξ( t).

当 Ξ( t) = 0时,由式 (13) 及 Schu r补引理可知 E <

0,其中

E = A
�T P + PA

� + Ε- 1PM
�

M
�T P + ΕN�TN

� ,

即

Vα(Ν( t) ) ≤ Ν( t) TE Ν( t) < 0.

　　对于式 (10) ,当 Γλ( ih ) = 0时,有

∃V (Ν( t) ) = Ν( t) T P Ν( t) û ih
ih- =

Ν( ih - ) T (C�T
1 PC�1 - P ) Ν( ih - ).

由式 (14) 可知 ∃V (Ν( t) ) < 0. 这说明了系统 (2 e) 是

渐近稳定的.

接下来将分析系统 (2 e) 的 H ∞ 性能, 基于式

(9) ,对任意的 Σ∈ [ ih , ih + h ) ,作如下运算:

∫
Σ

ih

d
d t

(Ν( t) T P Ν( t) ) d t =

Ν(Σ) T P Ν(Σ) - Ν( ih ) T P Ν( ih ) =

∫
Σ

ih
Ν( t) T (A�TP + PA� + Ε- 1PM�M�TP +

ΕN�TN
� + L

�TL
� + Χ- 2PB

�
B
�T P ) Ν( t) d t +

Χ2‖Ξ‖2
L 2 - ‖zζ‖2 - ‖r‖2,

其中

r = Χ[Ξ - Χ- 2B�TP Ν( t) ].

同样,考虑式 (10) ,有

Ν( t) T P Ν( t) û ih
ih- =

Ν( ih ) T P Ν( ih ) - Ν( ih - ) T P Ν( ih - ) =

Ν( ih - ) T [C
�T

1 PC
�

1 - P + C
�T

1 PD
�

1 (Χ2 I -

D
�T

1 PD
�

1) - 1D
�T

1 PC
�

1 ]Ν( ih - ) +

Χ2‖Γλ‖2
l2 - ‖Θ( ih )‖2,

其中

Θ( ih ) = (Χ2 I - D�T
1 PD�1)

1
2 {Γλ - [Χ2 I -

D�T
1 PD�1 ]- 1D�T

1 PC�1Ν( ih - ) }.

　　令

G = C�T
1 PC�1 - P + C�T

1 PD�1 (Χ2 I -

D�T
1 PD�1) - 1D�T

1 PC�1,

由式 (15) 可知G < 0,结合上面的运算,对所有的 ih

∈ [ 0,∞) ,有

　 Ν(T ) T P Ν(T ) - Ν(0) T P Ν(0) =

∫
T

0
Ν( t) TE Ν( t) d t + ∑

ih∈[0, T ]
Ν( ih - ) TGΝ( ih - ) -

‖zζ‖2 - ‖r‖2 + Χ2‖Γλ‖2
l2 +

Χ2‖Ξ‖2
L 2 - ‖Θ( ih )‖2 ≤

- ‖zζ‖2 + Χ2‖Γλ‖2
l2 + Χ2‖Ξ‖2

L 2.

　　当 T →∞时,系统是稳定的,因此可以得到

‖zζ‖2 ≤ Χ2‖Γλ‖2
l2 + Χ2‖Ξ‖2

L 2 ,

即

‖zζ‖2 ≤ Χ2 (‖Ξ‖2
L 2 + ‖∆‖2

l2 + ‖Γ‖2
l2
)

成立,这样便完成了定理 1的证明. □

下面给出基于采样测量值的不确定系统鲁棒

H ∞滤波问题的解.

考虑到上述矩阵不等式不是线性矩阵不等式

(LM I) ,在实际中求解这样的不等式非常困难,为了

将定理 1中的结论化为LM I形式,引进了矩阵Q ,并

作如下变换,令

Q =
I X - 1

0 S T

Y I

W T 0

- 1

,

J =
X - 1 I

S T 0
, J� =

I Y

0 W T
.

其中: X 和Y 均为正定对称矩阵, S 和W 是任意的非

奇异矩阵且满足SW T = I - X - 1Y ,通过计算可知Q

> 0. 在式 (13)～ (15) 中令 P = Q - 1,可以得到
A�TQ - 1 + Q - 1A� Q - 1M� N�T L�T Q - 1B�

M�TQ - 1 - ΕI 0 0 0

N� 0 - Ε- 1 I 0 0

L� 0 0 - I 0

B�TQ - 1 0 0 0 - Χ2 I

< 0,

(16)

C�T
1Q

- 1C�1 - Q - 1 < 0, (17)

C�T
1Q

- 1C 1 - Q - 1 C�T
1Q

- 1D�1

D�T
1Q

- 1C�1 D�T
1Q

- 1D�1 - Χ2 I
< 0. (18)

　　 对式 (16) 首先左乘 d iag{J T , I , I , I , I }, 右乘

diag{J , I , I , I , I }, 将所得不等式再次左乘和右乘

d ia g {X , I , I , I , I , I } , 并且设Z = W A f S T X , # =

- L f S
TX ,便实现了将式 (13) 化成LM I形式.

同样可将式 (14) 和 (15) 化成LM I形式. 需指出

的是对式 (15) , 首先左乘 d iag{J T , J�T , I } 和右乘

diag{J , J�, I }, 将所得不等式再次左乘、右乘

diag{X , I , X , I , I , I }, 最 后 设 0 = W C f , ( =

W B f S
TX . 于是可以得到下面的定理.

定理2　考虑系统 (2 ) 和式 (6) ,给定Ε> 0, Χ>

0,那么鲁棒H ∞ 滤波问题是可解的. 如果存在对称

矩阵X > 0, Y > 0及矩阵Z , # , 0 , E , G和 ( ,使下面

的LM Is成立:
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X A + A TX X A + A T Y + Z T X M N T L T + # T X B

A TX + YA + Z YA + A T Y YM N T L T YB

M TX M TY - ΕI 0 0 0

N N 0 - Ε- 1 I 0 0

L + # L 0 0 - I 0

B TX B T Y 0 0 0 - Χ2 I

< 0, (19)

　

- X - X C T
1X C T

1 Y + C T
2 0 T + ( T

- X - Y C T
1X C T

1 Y + C T
2 0 T

3 3 - X - X

3 3 - X - Y

< 0, (20)

　

- X - X C T
1X C T

1 Y + C T
2 0 T + ( T C T

1 YD 1 + C T
2 0 TD 1 + ( TD 1 C T

1 0 D 1 + C T
2 ED 2 + GD 2

- X - Y C T
1X C T

1 Y + C T
2 0 T C T

1 YD 1 + C T
2 0 TD 1 C T

1 0 D 2 + C T
2 ED 2

3 3 - X - X 0 0

3 3 - X - Y 0 0

3 3 0 0 D T
1 YD 1 - Χ2 I D T

1 0 D 2

3 3 0 0 D T
2 0 TD 1 D T

2 ED 2 - Χ2 I

< 0.

(21)

其中 3 中可由矩阵的对称性得到. 进一步, 在 (2 f )

中鲁棒H ∞滤波问题的解为

A f = W - 1ZX - 1S - T , B f = W - 1( X - 1S - T ,

C f = W - 10 , L f = - #X - 1S - T.

4　数值算例
　　本节给出一个仿真算例来说明上面所提方法

的有效性. 考虑系统 (2 ) 和式 (6) ,系统的参数如下:

A =
- 321 195

110 - 112
, B =

1. 08

1. 27
,

C 1 =
311 228

- 335 - 453
, C 2 =

102 113

615 - 207
,

D 1 =
- 0. 2

1. 03
, D 2 =

- 0. 5

0. 58
, M =

1. 2

1. 9
,

N = [ 1. 3　2. 5 ], L = [ 1. 5　1. 2 ].

　　 此例中, 取 Χ= 3 , Ε = 0. 1, 应用M atlab

LM I Con tro l Too lbox 解线性矩阵不等式 (19)～

(21) 得到如下解矩阵:

X = 10- 3 ×
0. 266 5 0. 363 0

0. 363 0 0. 944 0
,

Y =
0. 367 1 0. 316 8

0. 316 8 0. 785 4
,

Z =
82. 866 3 - 36. 396 5

14. 976 3 25. 629 8
,

# = [ - 1. 498 6　 - 1. 198 7 ],

0 =
0. 387 6 - 0. 077 4

2. 300 5 - 0. 113 9
,

( =
- 0. 000 2 - 0. 000 7

0. 001 0 0. 003 7
,

E = 103 ×
0. 293 8 0. 246 2

- 7. 871 4 - 6. 785 4
,

G =
- 2. 947 1 - 2. 541 3

- 0. 491 4 - 0. 425 8
.

因此,通过定理2,鲁棒H ∞滤波问题是可解的. 选取

非奇异矩阵 S 和W 为

S =
0. 5 0

0 0. 5
,

W = 103 ×
- 3. 864 5 0. 815 8

- 0. 232 7 - 1. 572 4
,

则H ∞滤波器参数矩阵为

A f =
- 393. 704 5 163. 684 6

6. 923 7 - 39. 012 4
,

B f =
0. 000 5 - 0. 000 9

0. 003 7 - 0. 006 3
,

C f =
- 0. 000 4 0. 000 1

- 0. 001 4 0. 000 1
,

L f = 104 × [ 1. 635 9　 - 0. 375 2 ].

5　结　　语
　　本文研究了一类基于采样测量值的不确定系

统鲁棒H ∞滤波问题. 通过增广系统状态矩阵,将滤

波器的设计问题转化为研究增广系统的H ∞性能设

计. 给出了系统稳定性条件及滤波器存在的充分条

件,并实现了将其化为LM I的方法,通过M atlab 的

LM I工具箱,可以方便地设计系统的滤波器. 最后,

数值算例很好地验证了文中所提方法的有效性和可

行性.

(下转第704页)
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　　　　～ # sf # (规则 13) ) ]
　　　　～ # Y 2# ] ～ # Y 0# .

　　于是,由 1) 和 2) 可知定理 1成立 1□

4　结　　语
　　本文提出的 (～ IC)系统扩展了基于线性字符串

的剪接插入和删除操作,并证明了它的图灵机表达

能力,目的是建立基于载体分子的DNA 计算系统 1
这是因为载体分子系统是目前基因工程的基本材

料,其优良特性使它成为良好的计算平台 1因此开
展基于载体分子的计算模型研究具有重要的实际意

义.

基于本文提出的思想,进一步的研究方向和需

要解决的问题是: 1)建立使用双酶切模式的模型; 2)

进一步研究模型的迭代功能及其语言的表达能力.
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