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奇异摄动系统极限解存在的代数判据
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摘　要: 讨论了线性奇异摄动系统广义状态解当 Ε趋于零时在广义函数空间上的收敛性问题. 在已有结论的基础

上,得到了奇异摄动系统广义状态解收敛的代数判据,该判据简化了对奇异摄动系统广义状态解收敛性的判别,为系

统控制器设计提供了一种代数条件.
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Abstract: T he convergence of the so lu tion of a linear singu larly pertu rbed system in distribu tion topo logy as Εtends

to zero is considered. A lgebraic criteria are p ropo sed to check the convergence of the so lu tion of linear singu larly

pertu rbed system , w h ich has po ten tia l sign ificance in the con tro ller design.
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1　引　　言
　　关于小参数对于系统性能影响的研究近年来

得到越来越多的重视[1～ 5 ] , 大多数工作都集中在研

究系统性能对系统中某些小参数的敏感性问题. 从

另一个角度说, 这个问题也可认为是一类研究小参

数摄动给原系统性能带来的鲁棒性问题.

传统研究的摄动模型具有如下形式:

xα1 ( t) = A 11x 1 ( t) + A 12x 2 ( t) + B 1u ( t) ,

Εxα2 ( t) = A 21x 1 ( t) + A 22x 2 ( t) + B 2u ( t) , (1)

其中 t≥01由于Ε很小,在实际工程中往往将它取零

加以忽略,这样造成了原系统高频动态缺失. 在一定

情况下, 这种忽略会带来降阶后系统相对于原系统

性能的奇异性.

对系统 (1) 研究的主要方法为快慢分解法[6 ] ,

该方法通过研究一个解耦的且不含小参数的系统来

近似研究原系统. 但也有很多工作集中在研究摄动

系统在一定拓扑下的极限系统, 希望能通过极限系

统的解来对原系统的性质进行较为精确的研究. 如

在文献[ 7～ 10 ] 中研究了系统 (1) 的广义状态解在

广义函数空间上的收敛性.

对于摄动系统,为了方便在广义函数空间[11 ] 上

研究系统 (1) 广义状态解在 t∈ [ 0,∞) 上的收敛性,

可将系统 (1) 直接描述为具有下述一般形式的广义

微分方程表达式[9 ]:

E Εx
α
+ ( t) =

A Εx + ( t) + B Εu+ ( t) + x Ε(0) ∆, t≥ 0. (2)

其中: x Ε(0) 为初始状态, E Ε,A Ε∈R n×n; B Ε∈R n×m , ∆
为脉冲函数且

lim
Ε→0+

[E Ε,A Ε,B Ε, x Ε(0) ] = [E ,A ,B , x (0) ], (3)

E Ε非奇异,但 E 奇异. 文献[ 9 ]在广义函数空间上研



究了当 Ε趋于零时,摄动系统 (2) 广义状态解的收敛

性问题,给出了解收敛的充要条件,文献[ 7, 8 ] 利用

L ap lace变换研究了相同的问题.

　　 本文在文献[ 8, 9 ] 所得结论的基础上, 针对具

有形式 (1) 的摄动系统进一步给出了该系统广义状

态解收敛的代数判据. 所给条件不但形式简单,容易

判断, 而且进一步揭示出系统 (1) 的广义状态解的

收敛性与状态解的渐近稳定性之间的关系, 对于控

制器的设计有一定价值.

2　主要结果
　　对于系统 (2) ,假定其极限系统正则,即存在 Α0

∈ R 使得 (Α0E + A ) 可逆. 一般的, 存在可逆变换

x + = e- ΑΕtz + , 可将系统 (2) 变换为如下用广义微分

方程描述的形式[8 ]:

EϖΕz
α
+ = z + + BϖΕu+ + EϖΕz Ε(0) ∆. (4)

其中: lim
Ε→0+

EϖΕ = Eϖ, EϖΕ非奇异,但 Eϖ奇异.

引理 1[9 ]　奇异摄动系统 (4) 的广义状态解收

敛的充要条件为: 存在常数M 0 和 Ε0 > 0,使得对一

切 Ε0 > Ε> 0有 Κ(Eϖ- 1
Ε ) < {z : R ez ≤M 0}.

下面将针对奇异摄动系统 (1) 给出判断其广义

状态解收敛的一个充分条件.

首先, 将原系统等价地改写为广义函数微分方

程形式

xα1+ = A 11x 1+ + A 12x 2+ + B 1u+ + x 1Ε(0) ∆,

Εxα2+ = A 21x 1+ + A 22x 2+ + B 2u+ + x 2Ε(0) ∆. (5)

为方便起见,在上式中令

E Ε =
I n1 0

0 ΕI n2

, A =
A 11 A 12

A 21 A 22

,

E =
I n1 0

0 0
, B =

B 1

B 2

,

z + =
z 1+

z 2+

, x 0 =
x 1 (0)

x 2 (0)
.

其中 (E ,A ) 正则,即存在 Α0∈R 使得 (Α0E + A ) 可

逆,故存在 ΑΕ∈R ,使得 (ΑΕE Ε + A ) 可逆,且lim
Ε→0

ΑΕ =

Α0, lim
Ε→0

E Ε = E.

类似于文献 [ 9 ] 中的做法, 令 x 1+ = e- ΑΕtz 1+ ,

x 2+ = e- ΑΕtz 2+ ,可将上述系统化为

　　　zα1+ = (ΑΕ) n1 + A 11) z 1+ + A 12x 2+ +

B 1u+ + x 10 (Ε) ∆,

　　　Εzα2+ = A 21z 1+ + (A 22 + ΕΑΕ) z 2+ +

B 2u+ + Εx 20 (Ε) ∆. (6)

令

A Ε =
ΑΕI n1 + A 11 A 12

A 21 A 22 + ΕΑΕI n2

=

ΑΕE Ε + A ,

则A Ε可逆. 故可令 EϖΕ = A - 1
Ε E Ε,原系统也可相应的

化为

zα+ = Eϖ- 1
Ε z + + Eϖ- 1

Ε B u + + x 0 (Ε) ∆. (7)

其中

Eϖ- 1
Ε =

I n1 0

0 Ε- 1 I n2

ΑΕI n1 + A 11 A 12

A 21 A 22 + ΕΑΕI n2

=

ΑΕI n1 + A 11 A 12

Ε- 1A 21 Ε- 1A 22 + ΑΕI n2

.

因此,根据文献[ 9 ] 中的结果,系统广义状态解收敛

当且仅当 Eϖ- 1
Ε 特征值的实部具有上界. 下面给出本

文的主要结果.

定理 1　当R e (Κ(A 22) ) < 0时,存在常数M 0和

Ε0 > 0,使得对一切 Ε0 > Ε> 0,有

Κ(Eϖ- 1
Ε ) < {z : R ez ≤M 0}, (8)

即当 Κ(A 22) 位于负半平面时奇异摄动系统 (4) 的广

义状态解收敛于其极限奇异系统的广义状态解.

证明　Eϖ- 1
Ε 的 n 阶特征多项式为

p Ε(s) =

det
sI n1 - ΑΕI n1 - A 11 - A 12

- Ε- 1A 21 sI n2 - Ε- 1A 22 - ΑΕI n2

.

(9)

另外,令多项式

qΕ( t) =

det
tI n1 - ΕΑΕI n1 - ΕA 11 - ΕA 12

- A 21 tI n2 - A 22 - ΕΑΕI n2

.

(10)

显然,当Ε→0时, qΕ( t) →q0 ( t) = tn1det ( tI n2 - A 22) ,

即 qΕ( t) 中的各项系数都趋于 q0 ( t) 中的相应项系

数. 令 q0 ( t) = 0的非零根为Λi, i = 1, 2,⋯, n 2,显然

Λi 为A 22 特征值且R e (Λi) < 0.

因为

sI n1 - ΑΕI n1 - A 11 - A 12

- Ε- 1A 21 sI n2 - Ε- 1A 22 - ΑΕI n2

=

Ε- 1 I n1 0

0 Ε- 1 I n2

×

sΕI n1 - ΕΑΕI n1 - ΕA 11 - ΕA 12

- A 21 sΕI n2 - A 22 - ΕΑΕI n2

,

(11)

因此 Ε- nqΕ(sΕ) = p Ε(s) ,又因为 Ε> 0,所以

p Ε(s) = 0Ζ

det
sΕI n1 - ΕΑΕI n1 - ΕA 11 - ΕA 12

- A 21 sΕI n2 - A 22 - ΕΑΕI n2

= 0,

(12)
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即 p Ε(s) = 0Ζ qΕ(sΕ) = 0.

令 sj为p Ε(s) = 0的根,则根据式 (12) ,显然 s j为

p Ε(s) = 0的根当且仅当 Εsj 为 qΕ(sΕ) = 0的根, j =

1, 2,⋯, n. 因为当 Ε → 0 时, qΕ( t) → q0 ( t) =

tn1det ( tI n2 - A 22) ,又因为多项式的根连续依赖于多

项式系数,所以当 Ε→ 0时 Εsj 趋于 q0 ( t) = 0的根,

即Εsj中有n1个根趋于零,另有n2个根趋于Λi. 因此,

存在 n2 个 qΕ(sΕ) = 0的根满足lim
Ε→0

Εsi = Λi, i = 1, 2,

⋯, n2. 由于 Ε> 0,又因为Κ(A 22) 位于负半平面且为

有限值,故当Ε→ 0时, p Ε(s) = 0有 n2个根的实部趋

向于负无穷.

又因为A Ε可逆,故 s = 0不为 p Ε(s) = 0的根.

所以,对于 Π Ε> 0,有

p Ε(s) = 0Ζ

det
I n1 - s- 1 (ΑΕI n1 + ΕA 11)

- (sΕ) - 1A 21

→

←
- s- 1A 12

I n2 - s- 1 (Ε- 1A 22 + ΑΕI n2)
= 0Ζ

det
I n1 - s- 1 (ΑΕI n1 + ΕA 11)

- s- 1A 21

→

←
- s- 1A 12

ΕI n2 - s- 1 (A 22 + ΕΑΕI n2)
= qδΕ(s- 1) = 0.

(13)

令 s- 1 = t, p Ε(s) = 0Ζ qδΕ( t) = 0, 且 Εn2p Ε(s) =

qδΕ(s- 1) ,则

lim
Ε→0

q
δ

Ε( t) = det
I n1 - t (A 11 + Α0 I n1) - tA 12

- tA 21 - tA 22

=

(- 1) n2det ( tA 22) det ( I n1 - t (A 11 +

Α0 I n1 - A 12A
- 1
22 A 21) ) , (14)

故 p Ε(s) = 0有 n1 个根的实部趋于有限值.

综上,若A 22的特征值在负半平面,当 Ε→ 0时,

p Ε(s) = 0所有根的极限值的实部都有有限上界. 而

根据代数多项式的性质[2 ] ,可知 p Ε(s) = p (Ε, s) = 0

的根是 Ε的连续函数,所以存在常数M 0, Ε0 > 0使得

对一切Ε0 > Ε> 0均有Κ(Eϖ- 1
Ε ) < {z : R ez ≤M 0},故

定理成立. □

从定理 1可以看出,若系统 (1) 中A 22的特征值

在负半平面, 则当 Ε趋于零时, 系统的极限解存在,

并根据文献 [ 9 ] 可知, 该极限解恰为极限系统的广

义状态解. 对于A 22 特征值在虚轴及正半平面的情

形还需要作进一步讨论.

　　从以上结论容易看出,本文中所提出的奇异摄

动系统广义状态解收敛的代数条件与文献[ 6 ] 中奇

异摄动系统的稳定性条件有一定的联系, 两者都要

求A 22 的特征值在负半平面; 但是广义状态解收敛

并不要求摄动系统稳定, 即广义状态解收敛的条件

要比系统稳定的条件更弱. 因此,这种方法能涵盖更

加广泛的系统. 对于非正规问题[10 ] 的研究也提供了

一种可能的途径.

3　算　　例
　　考察系统

xα1 = 2x 1 + x 2 + x 3 + u ,

Εxα2 = - x 2 + 3x 3 + 2u ,

Εxα3 = - 2x 2 - x 3 + u. (15)

其中

A =

2 1 1

0 - 1 3

0 - 2 - 1

, E Ε =

1 0 0

0 Ε 0

0 0 Ε
,

　　A 22 =
- 1 3

- 2 - 1
的特征值实部小于零.

取 Α0 = 0时, det (Α0E + A ) ≠ 0; 取 ΑΕ = Ε时,

Eϖ- 1
Ε =

Ε+ 2 1 1

0 Ε- Ε- 1 3Ε- 1

0 - 2Ε- 1 Ε- Ε- 1

. 容易验证, 当 Ε

→ 0时, Κ1→ 2, R e (Κ2, 3) →- ∞. 通过算例可以验证

本文所得结论的有效性.

4　结　　论
　　本文讨论了线性奇异摄动系统广义状态解在广

义函数空间上的收敛性问题,在已有结论的基础上

给出了奇异摄动系统广义状态解收敛的代数条件.

从所给代数条件可以看出,奇异摄动系统广义状态

解的收敛性与摄动系统解的稳定性之间存在一定关

系. 讨论奇异摄动系统广义状态解的收敛性有助于

对该系统性能的进一步研究.
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