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一类欧2拉系统的全系数自适应控制研究
雷拥军, 吴宏鑫

(中国空间技术研究院 北京控制工程研究所, 北京 100080)

摘　要: 对于动力学方程未知的全驱动多变量欧2拉系统,进行了基于特征模型的全系数自适应控制方法研究. 根据

全系数自适应控制思想,针对全驱动欧2拉系统提出了差分方程形式的特征模型,并得到该特征模型各系数的一些性

质. 基于建立的特征模型,提出多变量黄金分割控制律和相应的自适应控制策略,并对闭环系统的稳定性进行了分

析. 最后对两连杆的空间机器人进行了仿真,仿真结果表明了该自适应控制方法的优越性.
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Abstract: A ll2Coefficien t A dap tive Contro l m ethod based on characterist ic models is studied fo r fu lly2actuated m ult i2
variab le Euler2L agrange (E2L ) system s w ith unknow n dynam ics. A cco rding to all2coefficien t A dap tive Contro l

theo ry, a characterist ic model fo r an E2L system is in troduced in the fo rm of difference equation, and p ropert ies of

its coefficien ts are discussed. O n the basis of the characterist ic model, a k ind of go lden2section con tro ller and its

co rresponding adap tive con tro ller fo r m ult i2variab le system s are developed. T he clo se2loop un ifo rm ly asymp to tic

stab ility of the system is analyzed w ith the p ropo sed con tro ller based on the characterist ic model. A t last, the

p ropo sed con tro ller is imp lem ented on a p lanar tw o2link space robo t in the absence of the know ledge of dynam ics.

Sim ulation resu lts illustra te the advan tages of the p ropo sed adap tive con tro l schem es over o ther adap tive con tro l

m ethods.

Key words: Eu ler2L agrange system s; A dap tive con tro l; Go lden2section; M ulti2variab le con tro l; Characterist ic

models; Space robo ts

1　引　　言
　　基于特征模型的全系数自适应控制方法是为了

解决现实中系统建模与控制两者往往脱钩这一问题

而提出的. 这一思想最早起源于 20 世纪 80 年代初

期[1 ] ,现已发展为相互关联的三个主体部分,即全系

数自适应控制方法、黄金分割自适应控制器和特征

建模. 黄金分割自适应控制器,是区别于目前现有自

适应控制方法的新型自适应控制器,它非常简单,鲁

棒性非常强[2 ]. 所谓特征模型[3, 4 ] ,就是根据对象的

动力学特征、环境特征和控制性能要求所建的模型,

而不仅仅是以对象精确的动力学方程来建模. 特征

模型在形式和阶次上除考虑对象特征外,主要取决

于控制性能要求,且比原动力学方程简单,工程实现

容易、方便.

　　基于特征模型的全系数自适应控制方法采用离

散设计方法,其算法简单、控制品质好、适应性和鲁
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棒性强,并已取得了广泛的成功应用[1 ]. 在线性系统

方面形成了比较完善的体系,而且在非线性系统方

面得到了一定程度的应用[4 ] ,但非线性系统的全系

数自适应控制理论和方法还处于研究之中.

欧2拉 ( E2L ) 系统为其运动可采用 Eu ler2
L agrange 方程来描述的系统, 包括一大类机械、电

力和机电等物理系统. 对于多变量的欧2拉系统,往

往具有时变、强耦合和非线性等特性,最典型的为机

械手系统[5 ]. 由于动力学方程的复杂性和存在未建

模动态,因此很难建立其精确的数学模型,即使建立

起精确的数学模型,也因模型的复杂性而难以为控

制所用[6 ]. 为了解决建模与控制的问题,本文针对一

类全驱动的多变量欧2拉系统进行了特征建模和基
于特征模型的控制研究.

2　E-L 系统的特点模型
　　考虑全驱动的欧2拉系统 , 可采用E u le r 2
L agrange方程建立相应的数学模型[5 ]

d
d t

5L
5qα

(q, qα) -
5L
5q

(q, qα) = Q. (1)

其中: q 和 qα∈ R n 分别为系统的广义坐标与其对时

间的导数, n 为系统输入与输出的维数; L agrange函

数L (q, qα) > T (q, qα) - V (q) , 系统的动能 T (q, qα)

=
1
2

qαTM (q) qα,M (q) ∈R n×n 为广义惯量阵,且满足

M (q) = M T (q) > 0,V (q) 为系统的势能; Q ∈R n为

外力,一般有Q = -
5F
5qα

(qα) + B u, u∈R n为控制量,

B ∈ R n×n 为非奇异的方阵, F (qα) 为瑞利耗散函数,

一般形式为 F (qα) =
1
2

qαTRqα, R = R T ∈R n×n.

为了简化分析,不妨假设势能V (q) =
1
2

qT Kq,

K = KT ≥ 0,则可将式 (1) 用微分方程表示为

M (q) q
¨

+ C (q, qα) qα+ R qα+ Kq = B u. (2)

其中: C (q, qα) ∈R n×n ,且满足Mα(q) - 2C (q, qα) 为反
对称阵 1
　　式 (2) 又可表示为

q
¨

+ a 1qα+ a 2q = b0u. (3)

其中: a 1 = M - 1 (q) (C (q, qα) + R ) ∈R n×n ,

a 2 = M - 1 (q) K ∈R n×n ,

b0 = M - 1 (q)B ∈R n×n.

对式 (3) 使用

q
¨

=
q (k + 1) - 2q (k ) + q (k - 1)

T 2
s

,

qα=
q (k ) - q (k - 1)

T s
.

进行近似离散化可得

　q (k + 1) = f 1 (k ) q (k ) + f 2 (k ) q (k - 1) +

Β0 (k ) u (k ) + e (k ). (4)

其中: f 1, f 2, Β0 ∈ R n×n 为方程的系数矩阵, e (k ) ∈

R n 为零均值白噪声 1
定理 1　在 (q, qα) 的一个包含平衡点的有界集

8 内,将式 (3) 离散化后得到的式 (4) 的各参数矩阵

具有以下特征性质:

1) 当 a 2 = 0时 (也即式 (2) 中的 K = 0) ,∑
2

i= 1
f i

= I ( I 为相应维数的单位阵,下同) ;

2) 当 a 2 ≠ 0 时, 如果采样时间 T s → 0, 则有

∑
2

i= 1
f i→ I ,且有 f 1→2I , f 2→- I ,同时∑

2

i= 1
f i + Β0→

I;

3) 当采样时间足够小时,各参数矩阵为慢时变

的,且当 T s→ 0时 fαi→ 0与 Β
õ

0 → 0成立.

证明　对式 (3) 采用上述方法离散化后整理得

　　　　f 1 = 2I - a 1T s + a 2T 2
s ,

　　　　f 2 = - I + a 1T s, Β0 = b0T 2
s.

在 (q, qα) 的一个有界集 8 内可知 a 1, a 2与 b0有界,故

特征性质 1) 和 2) 成立.

在一个采样间隔系数矩阵的变化量为

∃f i (k ) = f i (k ) - f i (k - 1) =

- (a 1 (k ) - a 1 (k - 1) ) T s +

(a 2 (k ) - a 2 (k - 1) ) T 2
s ,

∃Β0 (k ) = Β0 (k ) - Β0 (k - 1) =

(b0 (k ) - b0 (k - 1) ) T 2
s.

　　对于一般物理系统可知, 在 (q, qα) 的一个有界
集 8 内的 aα1, aα2 与 bα0 存在且有界,因而有

fαi = lim
T s→0

∃f i (k )
Ts

= 0, Β
õ

0 = lim
T s→0

∃Β0 (k )
Ts

= 0,

故性质 3) 成立. □

注 1　当采用其他近似离散化方法时, 均有与

定理 1相似的结论.

注 2　由性质 2) 和 3) 可知,即使原系统是时变

的,但当采样时间非常小时其对应的离散化方程的

系数矩阵是慢时变的. 因此将系统看作慢时变甚至

近似定常系统来处理有利于系统参数的辨识.

定义 1　与原系统式 (2) 在一定性能指标下等

价,且系数满足定理 1中性质的差分方程 (4) 称之为

E2L 系统的特征模型 (除非特别说明,以下简称特征

模型).

3　基于特征模型的黄金分割控制律设计及

稳定性分析
　　根据建立的全驱动的欧 2拉系统的特征模型,
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借鉴线性系统中单变量黄金分割控制器[2 ] 的形式,

设计出基于此特征模型的多变量黄金分割控制器与

多变量黄金分割跟踪控制器.

3. 1　调节控制器设计及稳定性分析

对于具有离散系统 (4) 形式的特征模型, 可设

计出如下多变量黄金分割自适应律:

u (k ) = uG (k ) =

Β- 1
0 (- L 1f 1q (k ) - L 2f 2q (k - 1) + v (k ) ) (5)

来实现调节控制. 其中: 控制输入项 v (k ) = L 2 ( I -

f 1 - f 2 ) q ( k ) , 黄金分割系数L 1 =
3 - 5

2
≈

0. 318,L 2 =
5 - 1

2
≈ 0. 682. 在分析系统的稳定

性之前先给出个两个引理:

引理 1　对于渐近稳定的 S ISO 时不变离散系

统 x (k + 1) = Ηx (k ) + r (k ) (即 ûΗû < 1) ,如果输入

r (k ) → 0 (k →+ ∞) ,则有 x (k ) → 0 (k →+ ∞).

证明　系统的解可表示为

x (k ) = Ηkx (0) + ∑
k- 1

j = 0
Ηk- j - 1 r ( j ) ,

再利用极限的定义即可证明,此略. □

引理 2[7 ]　对于 n 维多变量线性时变系统

y (k + 1) = A (k + 1) y (k ) , (6)

在以原点为平衡点处一致渐近稳定的充要条件为:

对于任意给定的一个正定赫米特阵 (或实对称

阵 )QL (k ) , 存在一个正定赫米特阵 (或实对称

阵) PL (k ) ,使得

A (k + 1) T PL (k + 1)A (k + 1) - PL (k ) = - QL (k )

(7)

成立,并且存在常数m i > 0与M i > 0, i = 1, 2,满足

m 1 I ≤ PL (k ) ≤M 1 I , m 2 I ≤QL (k ) ≤M 2 I.

　　定理 2　如果采样时间 T s足够小,则具有离散

系统式 (4) 形式的特征模型, 在多变量黄金分割控

制律式 (5) 下能保持整个闭环系统的一致渐近稳定

性.

证明　令

s (k + 1) = q (k + 1) - L 2q (k ) , (8)

利用式 (8) ,则式 (4) 可变形为

s (k + 1) =

- L 2s (k ) + f 1q (k ) +

(- L 2
2 I + f 2) q (k + 1) + Β0u (k ). (9)

将控制律式 (5) 代入式 (9) ,可得

s (k + 1) =

- L 2s (k ) + L 2f 1y (k ) +

(- L 2
2 I + L 1f 2) q (k - 1) + v (k ). (10)

　　由定理 1 的性质 2) 可知, 当采样时间 T s → 0

时,∑
2

i= 1

f i→ I. 令 ∃f = I - f 1 - f 2,则式 (10) 可变

形为

s (k + 1) =

- L 2s (k ) + L 2f 1y (k ) +

(- L 2
2f 1 - L 2∃f ) q (k - 1) + v (k ). (11)

将式 (10) 变为式 (11) 用到了关系式L 1 - L 2
2 = 0. 将

v (k ) 的表达式代入式 (11) ,整理得

s (k + 1) = - L 2f 2s (k ). (12)

　　由定理 1的性质 2) 可知,对于Π Ε> 0,当T s≤

Ε时 ϖ ∆ > 0使得‖ - I - f 2‖≤ Ε成立,则有

‖s (k + 1)‖ = ‖L 2f 2s (k )‖≤

L 2‖f 2‖õ‖s (k )‖≤

L 2 (1 + ‖ - I - f 2‖)‖s (k )‖ =

L 2 (1 + Ε)‖s (k )‖. (13)

　　如果选取 Ε< 1öL 2 - 1 = L 1öL 2 时,则有

‖s (k + 1)‖≤ Χ‖s (k )‖. (14)

其中 Χ为一常数,且满足 0 < Χ< 1. 因此由式 (14)

可知,当 k →+ ∞时,‖s (k )‖一致渐近收敛于零,

即有‖s (k )‖→ 0,于是有 s (k ) → 0. 故由式 (8) 和

引理 1可得当 k →+ ∞时 q (k ) → 0. □

注3　从理论分析来看,当T s足够小时,上述设

计的多变量黄金分割控制律可以镇定具有式 (2) 形

式的所有不稳定的多变量全驱动欧 2拉系统.

3. 2　跟踪控制器设计及稳定性分析

对于跟踪问题, 可设计如下的多变量跟踪控制

律:

u (k ) = uT (k ) + uG (k ). (15)

其中

uT = Β- 1
0 (q r (k + 1) - f 1q r (k ) - f 2q r (k - 1) ) ,

uG (k ) = Β- 1
0 (L 1f 1qζ (k ) + L 2f 2q

ζ (k - 1) + v (k ) ).

辅助控制输入项

v (k ) = - L 2 ( I - f 1 - f 2) qζ (k ) ,

qζ (k ) = q r (k ) - q (k ) ,

q r (k ) 为期望的跟踪信号.

定理 3　对于期望的有界轨迹序列{qr (k ) },如

果采样时间 T s 足够小,则具有离散系统式 (4) 形式

的特征模型, 在多变量黄金分割全系数自适应控制

律式 (15) 的作用下能实现整个闭环系统的渐近跟

踪控制.

证明　令 s (k + 1) = qζ (k + 1) - L 2qζ (k ) ,将

式 (15) 代入式 (4) ,经整理后按定理 2的证明方法即

可得证,此略. □
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4　基于特征模型的黄金分割自适应控制律

设计
　　实际的复杂系统一般很难建立精确的数学模

型,有时甚至会无法建立其数学模型,因此特征模型

式 (4) 的参数一般无法知道. 因此,可结合参数辨识

算法与上节设计的多变量黄金分割控制律, 将辨识

得到的参数按“必然性等价”原理[8 ] 进行控制器的

设计, 以实现基于特征模型的多变量黄金分割自适

应控制.

4. 1　特征模型的参数辨识算法

鉴于定理 1 中性质 3) 关于小时间间隔采样时

参数的慢时变性和注 2, 可采用带遗忘因子的最小

二乘法辨识参数来实现特征模型的参数辨识. 式 (4)

可写成下列表示形式:

q (k + 1) = ( T (k ) 5 (k ) + e (k ). (16)

其中

( (k ) = [ f 1, f 2, Β0 ]T ,

5 (k ) = [q (k ) , q (k - 1) , u (k ) ]T.

式 (16) 又可用分量表示为

q i (k + 1) = 5 T (k ) Ηi (k ) + ei ( t). (17)

　　带有遗忘因子的多变量递推最小二乘法如下:

Ηδi (k + 1) =

P (k - 1) 5 (k )
Κ(k ) + 5 T (k ) P (k - 1) 5 (k )

(q i (k + 1) -

5 T (k ) Ηδi (k ) ) + Ηδi (k ) ,

P (k ) = Κ- 1 (k ) (P (k - 1) -

P (k - 1) 5 T (k ) 5 T (k ) P (k - 1)
Κ(k ) + 5 T (k ) P (k - 1) 5 (k ) ) , (18)

Κ(k ) = Λ0Κ(k - 1) + (1 - Λ0).

其中: Ηδi (k ) 为在采样时刻k对 ( 的 i列向量Ηi的估计

值, P (0) 可选为正定的对角阵, 0 < Λ0 ≤ 1.

4. 2　多变量黄金分割自适应控制律设计

将辨识得到的各参数估计值分别代替式 (5) 与

(15) 的真值,于是可得到以下的基于特征模型的多

变量黄金分割自适应调节控制律和跟踪控制律. 由

前一部分的稳定性分析可知当辨识参数收敛于真值

时,该控制律一定能保证系统一致渐近稳定或实现

渐近跟踪控制.

假设 Βδ0 非奇异,基于特征模型的多变量黄金分

割自适应调节控制律 u 为

　　　　　 u (k ) = uG (k ) =

Βδ- 1
0 (- L 1fδ1q (k ) -

L 2fδ2q (k - 1) + vδ(k ) ). (19)

　　基于特征模型的多变量黄金分割自适应跟踪

控制律 u 为

u (k ) = uT (k ) + uG (k ). (20)

其中

　　　uT (k ) = Βδ- 1
0 (q r (k + 1) -

fδ1q r (k ) - f
δ

2q r (k - 1) ) ,

　　　uG (k ) = Βδ- 1
0 (L 1fδ1qζ (k ) +

L 2fδ2qζ (k - 1) - vδ(k ) ) ,

控制输入项 vδ(k ) = L 2 ( I - fδ1 - fδ2) qζ (k ) , 当 a 2 =

0 (即式 (2) 中的K = 0) 时取vδ(k ) = 0, Βδ0, fδ1与 fδ2分

别为式 (4) 中系数矩阵Β0, f 1与 f 2的估计值,其他变

量同前.

注 4　特征模型的真值是指在一定的准则下式

(4) 与式 (2) 的输入输出数据拟合得最好时的系数

矩阵值.

在定理 2与定理 3中仅证明在参数为真值的情

况下系统调节的稳定性与渐近跟踪问题. 但原系统

(2) 的时变特性会引起特征模型参数辨识所得到的

估计值与真值存在一定的偏差, 对于该情况的稳定

性有:

定理 4　假设Βδ0非奇异,则当采样时间 T s足够

小时存在正常数∃ i > 0 ( i = 1, 2, 3) 使只要辨识参数

满足‖Β- 1
0 - Βδ- 1

0 ‖≤ ∃0,‖Β- 1
0 f 1 - Βδ- 1

0 fδ1‖≤ ∃1,

‖Β- 1
0 f 2 - Βδ- 1

0 fδ2‖≤ ∃2 时,控制律 (19) (或控制律

式 (20) ) 可保证式 (4) 系统的渐近稳定性 (或实现渐

近跟踪控制).

证明　结合估计值与真值无偏差时,由定理 2

与定理 3所得闭环系统的一致渐近稳定性和引理 2,

采用L yapunov直接方法可以得证,此略. □

由定理 1可知, 小的采样时间可以保证系统特

征模型的慢时变特性,从而有利于辨识;由定理 2可

知小的采样时间有利于系统的稳定性. 因此为了使

定理 4中的条件得到满足, 一般选取小的采样时间

T s.

4. 3　改进的多变量黄金分割自适应控制律

　　鉴于辨识算法本身的动态过程,在辨识器处于

动态过程时所得到的估计值与真实值必然存在一定

的偏差. 自适应控制律在起始阶段,为了避免整个闭

环系统出现动态特性变坏,甚至因 Βδ0 奇异使闭环系

统失稳的情况, 利用特征模型慢时变的特性可对前

文所提出的控制器加以改进.

调节控制律式 (19) 可用下式代替:

u (k ) = uG (k ) =

(Βδ0 + Α(k ) I ) - 1 (- L 1fδ1q (k ) -

L 2fδ2q (k - 1) + vδ(k ) ). (21)

　　跟踪控制器式 (20) 可用下式代替:

　　uG (k ) = (Βδ0 + Α(k ) I ) - 1 (L 1fδ1qζ (k ) +
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L 2fδ2qζ (k - 1) - vδ(k ) ) , (22)

　　　　　Α(k + 1) = e- ΘΑ(k ) + Ρ0. (23)

为了使控制输出平滑, 对控制器的输出可进行如下

滤波处理:

u f (k ) = vu (k ) + (1 - v ) u f (k - 1) , 0 < v ≤ 1.

(24)

式中: Θ≥ 0, Α(0) 与 Ρ0为非零的小常数,且满足 0≤

Ρ0 ≤ Α(0) ,其他变量同前.

由注 2可知,辨识算法式 (18) 运行一定的时间

后将进入稳态, 辨识器的输出收敛于或趋近于真实

值. 由式 (21)～ (24) 可知,此时Α(k ) 的影响将逐渐

减小直至消失. 特征模型所具有的特点使得这一改

进方法既能有效防止系统运行初期失稳的情况, 又

可避免当辨识输出收敛于系统真值时因 Α(k ) 而影

响系统的调节或跟踪性能.

5　仿真实例
　　选取文献[ 9 ] 所建立的空间机器人系统为仿真

对象 (图 1所示).

图 1　平面两关节空间机器人[9 ]

对象参数的真值为[9 ]: m 0 = 200 kg,m 1 = 5 kg,

m 2 = 5 kg, I 0 = 100 kgõm 2, I 1 = 2. 5 kgõm 2, I 2 =

2. 5 kgõm 2, b0 = 0. 5 m , a1 = 0. 6 m , b1 = 0. 6 m , a2

= 0. 6 m , b2 = 0. 6 m. 其中: m i表示连杆的质量,m 0

表示本体质量, a i 表示从关节 i 到连杆 i 质心的距

离, bi表示从连杆 i质心到关节 i + 1的距离, b0表示

从本体质心到关节 1的距离, I i表示连杆 i相对于其

质心的惯量. 动力学方程如式 (2) 所示[9 ] ,其中 R =

0, K = 0. 扰动及未建模动态与期望的本体姿态角分

别为

ud (q, qα, t) =

9qα0 sin (18t) + 0. 5

9qα1 sin (18t) + 0. 5

9qα2co s (18t) + 0. 5

,

q r = [q0r　q1r　q2r ]T =

0

Π
180

(60 + 6sin (2t) )

Π
180

(34 + 6co s (2t) )

.

　　 在与文献 [ 9 ] 中仿真对象和条件相同的情况

下,采用所提出的基于特征模型的黄金分割自适应

控制律的仿真结果如图2所示. 有关参数为: T s =

2 m s, Κ= 0. 96, Λ0 = 0. 98, Θ= 0. 01, Α(0) = 8 ×

10- 6, v = 1, Ρ0 = 0, P (0) = 106 I 9×9. 图3为采用不同

方法得到的关节 2跟踪误差曲线. 其中 3 (a) 采用黄

金分割自适应控制算法; 3 (b) 采用鲁棒复合自适应

控制方法[9, 10 ].

图 2　黄金分割自适应控制算法的跟踪误差

(a)　黄金分割自适应控制算法

(b)　鲁棒复合自适应控制算法

图 3　关节 2的跟踪误差曲线

从图 2 的跟踪误差对比可以看到,多变量黄金

分割自适应控制方法具有良好的跟踪性能. 由图

3 (a)与图 3 (b)中关节 2跟踪误差对比可知,在跟踪

控制性能方面本文所提出的方法明显优于文献 [ 9 ]

中所提出的鲁棒复合自适控制方法及其该文中所引

用的其他自适应控制方法. 另外两输出的跟踪性能,

特别是在稳态时的控制精度,也优于文献[ 9 ]中所给

出的结果.
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6　结　　语
　　本文基于特征模型的全系数自适应控制理论的

思想,研究了多变量全驱动的欧2拉系统的基于特征
模型的全系数自适应控制方法. 建立了E2L 系统的
特征模型,利用建立的特征模型设计了相应的多变

量黄金分割控制律和相应的多变量黄金分割自适应

控制器. 提出的基于黄金分割的多变量自适应控制

策略在形式上简单,可调参数少,而且控制器的设计

对系统动力学的先验知识依赖性不强.
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