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基于终端凸集约束的新M PC控制器
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摘　要: 针对一类离散系统,研究了带有终端约束凸集的M PC 控制问题. 通过离线设计一组椭圆不变集,并将其组

合成一个终端约束凸集,其中凸集参数作为在线优化变量. 在线运算时,根据实际的终端状态即时地选择合适的终端

不变集,从而有效地扩大了系统的可行域. 分别给出了设计M PC 控制器的离线和在线算法,仿真实例说明了该方法

的有效性.
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Abstract: Fo r a class of discrete system s, the p rob lem ofM PC w ith term inal constra in t convex set is invest igated. A

group of ellip so idal invarian t sets is designed off2line, and then constitu tes a term inal constra in t convex set w ho se

coefficien ts are taken as on2line op tim ization variab les. D uring on2line computation, an app rop ria te invarian t

ellip so id is cho sen from the term inal convex set acco rding to the real sta te, w h ich en larges the in it ia l feasib le region
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1　引　　言
　　模型预测控制 (M PC)算法因其具有鲁棒性好、

约束处理能力强等特点而受到控制界的广泛关

注[1, 2 ]. 在过去几十年里,许多学者对此做了研究,取

得了非常丰富的成果. 文献[ 3 ]研究了预测控制在串

联生产过程的应用问题;而文献[ 4 ]研究了一类广义

预测控制算法的稳定性问题. 实际中,由于预测控制

算法在线优化的是一个有限时域的、控制时域之外

的、状态未知的性能指标,使得预测控制的稳定性难

以保证.

为了证明预测控制算法的稳定性,需要在原优

化问题上添加一些必要的约束,如增加终端状态约

束[5～ 7 ]. 这样,在控制时域内, 控制变量采用优化序

列;而在控制时域之外,采用一个局部的稳定反馈律

将状态驱动到稳态值. 因为终端状态约束集的大小

直接影响着系统的可行域,所以希望终端约束集尽

可能的大,这样便可以获得大的可行域. 目前,主要

有两种方法来扩大终端约束集,一种是文献[ 8 ]提出

的离线优化终端约束矩阵的方法,另一种是文献[ 9 ]

提出的在线优化终端矩阵的方法. 虽然[ 8 ]通过离线

优化终端矩阵,可以在一定程度上扩大终端约束集,

但是当该集合离线设计完毕,便不能在线根据实际

的终端状态灵活地进行调整,从而使得到的结果比

较保守. 而[ 9 ]提出的在线优化终端矩阵的方法虽然

可以在线实时地改变终端约束集的大小,但在优化

终端约束矩阵时,需要在线求解大量的不等式约束,



所以常常导致较重的在线负担. 当系统维数较高时,

过重的在线计算会导致不可行问题.

针对此问题,本文提出了一种新的基于终端凸

集的M PC 控制算法. 该方法首先针对不同的系统状

态值,离线设计一组终端状态约束集,然后将这些约

束集组合成终端约束凸集,并将凸集参数作为在线

优化参数. 在线运算时, 系统根据终端状态的真实

值,从终端凸集当中选出最合适的终端状态约束集,

从而扩大系统的可行域. 由于系统终端矩阵和局部

控制器所满足矩阵不等式组都是离线设计的,在线

优化只增加很少的几个凸集参数. 因此,该算法既可

以扩大系统的终端约束集,同时又不增加过大的在

线计算量.

2　预备知识
　　考虑如下线性离散系统:

x (k + 1) = A x (k ) + B u (k ). (1)

其中: A 和B 分别是定常矩阵, x (k ) ∈R n和 u (k ) ∈

R m 分别是系统的状态和输入, 且输入满足如下约

束:

ûu (k ) û r ≤ u rm ax , (2)

其中 û õ û r 表示向量第 r个元素的绝对值.

对于上述系统, 考虑如下形式的M PC 控制器

C1:

　　m in
U (k)

J (k ) = ∑
N - 1

i= 0
[‖x (k + iûk )‖2

Q +

‖u (k + iûk )‖2
R ] +

‖x (k + N ûk )‖2
p ,

　　s. t. x (k + i + 1ûk ) =

A x (k + iûk ) + B u (k + iûk ) ,

u (k + i) ûk ) ∈U ,

U (k ) = [u (kûk )　u (k + 1ûk )⋯

u (k + N - 1ûk ) ],

x (k + N ûk ) ∈ 7 . (3)

其中: Q > 0, R > 0分别为状态和输入的权矩阵,U

为满足式 (2) 约束的控制输入集合, 而 7 为系统终
端状态约束集合,其定义如下:

7 = {x (k + N ûk ) ∈R nûx T (k +

N ûk ) P x (k + N ûk ) ≤ 1}. (4)

其中 P 为满足如下条件的正定对称矩阵[7 ]:

(A + B K ) TP (A + B K ) - P ≤

- Q - K T P K , (5)

(K P - 1K T ) ii ≤ u 2
im ax , i = 1, 2,⋯,m . (6)

　　如果有满足式 (5) 和 (6) 的 P , K 存在,则根据

文献[ 10 ],当 k 时刻C1有最优解

U 3 (k ) = [u3 (kûk )　u 3 (k + 1ûk )　⋯

u3 (k + N - 1ûk ) ]

时,其 k + 1时刻的一个可行解为

U (k + 1) = [u3 (k + 1ûk )　⋯

u3 (k + N - 1ûk )　K x 3 (k + N ûk ) ].

　　由式 (3) 中可以看出, C1本质上是一个带有终

端状态约束集 7 的有限时域优化问题. 在实际应用

中,希望终端状态约束集 7 尽可能大, 这样就会获

得大的可行域.

3　带有终端凸集约束的M PC 控制器
　　在上一节分析的基础上,给出一种带有终端凸

集约束的M PC 控制算法. 该算法分为两部分: 首先

离线计算出终端凸集约束的各个顶点, 然后将计算

出的各个顶点组合成一个凸不变集, 应用到在线优

化中. 下面首先给出离线算法:

Step 1: 从 i = 1开始依次选择一个 n维列向量

x i = ( I n×n) i, i = 1,⋯, n ,其中 I n×n 表示 n 维的单位

矩阵.

Step 2: 给定 r > 0,求解如下的LM I优化问题:

m in
X iY i, Z iΑi

Αi,

X i≥ rI , (7)

Αi x T
i

x i X i

≥ 0, (8)

(Z i) rr≤ u 2
rm ax ,

Z i Y i

Y T
i X i

≥ 0, (9)

X i (A X i + B Y i) T X iQ
1ö2 Y T

i

A X i + B Y i X i 0 0

Q 1ö2X i 0 I 0

Y i 0 0 R - 1

≥ 0.

(10)

其中: X i和 Z i 分别为正定对称矩阵, Y i 和 Αi 分别为

具有适当维数的矩阵和标量.

Step 3: 如果 Step 2中的优化问题有可行解, 则

增大 r 的值重新计算; 否则缩小 r 的初始值, 返回

Step 2求解. 循环此过程直至 r达到最大值.

Step 4: 判断 i > n 是否成立,如果是则退出;相

反,令 i = i + 1,返回 Step 1继续.

注 1　根据文献[ 10 ] 可知,式 (5) 和 (6) 成立,

当且仅当式 (9) 和 (10) 成立. 其中 P = X - 1, K =

YX - 1. 而式 (7) 是为了使得X i尽可能的大. 另外,在

Step 2中优化问题有解的情况下,可以得到Αi的最小

值Αim in ,这样根据条件 (8) 可知 x T
i X - 1

i x i≤Αim in. 将该

式两边同时除以非零正数 Αim in , 并令 xδi =

Α- 1ö2
im in ( I n×n) i,则有 xδT

i X - 1
i xδi≤1成立,因此, Α- 1ö2

im in 可看

作是状态 xδi中的最大元素值 1
将离线计算出的X i ( i = 1,⋯, n ) 组成如下的终

端约束凸集:
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　T = {x (k + N ûk ) ∈R nûx T (k + N ûk ) ×

(∑
n

i= 1
Χi (k )X i)

- 1
x (k + N ûk ) ≤ 1}. (11)

在线优化时,可将终端凸集约束转化为如下形式:

1 x T (k + N ûk )

x (k + N ûk ) X n + ∑
n- 1

i= 1
Χi (k ) (X i - X n)

≥ 0,

(12)

∑
n- 1

i= 1
Χi (k ) ≤ 1, Χi (k ) ≥ 0, (13)

其中 Χn (k ) = 1 - ∑
n- 1

i= 1
Χi (k ). 另外,根据式 (1) ,N 步

状态预测值可通过下面的关系计算得出:

x (k + 1ûk )

�
x (k + N ûk )

=

A

�
A N

x (kûk ) +

B 0 ⋯ 0

� ω
A N - 1B ⋯ B

u (kûk )

�
u (k + N - 1ûk )

, (14)

可等价地写为

　
x
� (k )

x (k + N ûk )
=

A
�

A N
x (kûk ) +

B
�

B�N

uζ (k ).

(15)

　　这样,在线实施控制时只需求解如下的优化问

题以获得控制律:

m in
U (k ) Χi

(k )
J (k ) = ‖x (kûk )‖2

Q + ‖A
�

x (k ûk ) +

B�uζ (k )‖2
Q� + ‖uζ (k )‖2

R� +

‖A
�

N x (kûk ) + B
�

N uζ (k )‖2
X (k) , (16)

　　s. t. 不等式 (2) , (12) , (13).

其中

X (k ) = X n + ∑
n- 1

i= 1
Χi (k ) (X i - X n)

- 1
,

Q� 和R�分别为对角元素为Q 和R 的对角矩阵. 如果

式 (16) 优化问题在 k 时刻有可行解

U 3 (k ) = [u3 (kûk )　⋯　u 3 (k + N - 1ûk ) ],

则将 u = u3 (kûk ) 作为该时刻的输入应用到系统当

中.

注 2　上述算法的本质是通过离线构造一个终

端状态凸集,然后在线找出一个“最接近”系统终端

状态x (k + N ûk ) 的一个椭圆不变集,从而达到扩大

终端约束集的目的.

由于 ‖x (kûk )‖2
Q 项不影响式 (16) 的优化结

果,因此通过最小化式 (16) 求得控制律的过程可以

用下面的LM I优化问题来实现,即

m in
uζ (k ) Χi

(k )
Β,

1 (A�N x (kûk ) + B�N uζ (k ) ) T

A�N x (kûk ) + B�N uζ (k ) X n + ∑
n- 1

i= 1

Χi (k ) (X i - X n)
≥ 0,

(17)

Β 3
A�x (k ûk ) + B�uζ (k ) Q�- 1

uζ (k ) 0

A�N x (k ûk ) + B
�

N uζ (k ) 0

→

←

3 3
3 3

R
�- 1 3

0 X n + ∑
n- 1

i= 1

Χi (k ) (X i - X n)

≥ 0. (18)

其中 3 表示对称矩阵的相应元素, uζ (k ) ∈U ,而式

(17) 中的 Χi (k ) 满足约束条件 (13).

下面给出基于终端状态凸集约束的在线算法:

Step 1: 在初始时刻,以 x (0û0) 为初始状态,求

解式 (17) 和 (18) 的LM I优化问题,如果存在可行解

uζ3 (0) , Χ3
i (0) 序列,则将 u (0) = u3 (0û0) 作为输入

应用到系统当中. 其相应的终端约束集为 T 3 (0).

Step 2: 在 k 时刻,以 x (kûk ) 为初始状态,求解

式 (17) 和 (18) 的LM I优化问题得到可行解 uζ3 (k ) ,

Χ3
i (k ) 序列, 显然这时 x 3 (k + N ûk ) 必属于集合

T 3 (k ). 判断 x 3 (k + N ûk ) 是否属于集合 T 3 (k -

1) , 如果是, 则取U 3 (k + 1) 为解序列, 将 u (k ) =

u3 (kûk ) 应用到系统当中, 并令终端约束集为

T 3 (k ) ; 相反,取U (k + 1) 为解序列,令控制输入为

u (k ) = u3 (kûk - 1) ,终端约束集为 T 3 (k - 1). 其

中

U (k + 1) =

[u3 (k + 1ûk ) ,⋯, u 3 (k + N ûk ) , K x 3 (k + N ûk ) ],

K = ∑
n

i= 1
Χ3

i (k - 1) Y i ∑
n

i= 1
Χ3

i (k - 1)X i

- 1
.

　　Step 3: 在 k + 1采样时刻,令 k = k + 1,重复

Step 2.

注 3　上述算法中表明, 在系统实时改变终端

约束集时, 如果当前时刻的系统终端状态落在了前

面时刻计算的终端约束集合内, 则用当前时刻的终

端约束集代替前一时刻的终端约束集. 否则,终端约

束集合不变.

4　可行性和稳定性分析
　　关于上节提出算法的可行性和稳定性,本文有

如下结论:
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定理 1　对于带有输入约束的线性离散系统

(1) ,如果k时刻在线算法是可行的,则在k时刻以后

的任何时刻都是可行的, 且将可行序列的第一项作

为输入会使得系统 (1) 渐近稳定.

证明　假定在 k 时刻,应用在线算法求得如下

的可行解:

[U 3 (k )　Χ3 (k ) ] =

[u3 (k ûk )　⋯　u 3 (k + N - 1ûk )

Χ3
1 (k )　⋯　Χ3

n (k ) ], (19)

相应的状态序列为 [x 3 (kûk )　⋯　x 3 (k + N -

1ûk ) ],且系统的终端状态满足

T 3 (k ) = (x 3 (k + N ûk ) ) T ∑
n

i= 1
Χ(k ) 3 X i

- 1
×

x 3 (k + N ûk ) ≤ 1. (20)

　　为了书写方便,定义符号

X{ = ∑
n

i= 1
Χ3

i (k )X i,

Yϖ = ∑
n

i= 1
Χ3

i (k ) Y i,

Zθ = ∑
n

i= 1
Χ3

i (k ) Z i.

其中X i, Y i, Z i 分别是在离线算法中求出的参数. 根

据凸集定理,必存在任意的∑
n

i= 1

Χ3
i (k ) = 1, Χ3

i (k ) ≥

0, i = 1,⋯, n ,使得下式成立:

(Zθ) rr≤ u 2
rm ax ,

Zθ Yϖ

YϖT X{
≥ 0, (21)

X{ (A X{ + B Yϖ) T X{ Q 1ö2 YϖT

A X{ + B Yϖ X{ 0 0

Q 1ö2X{ 0 I 0

Yϖ 0 0 R - 1

≥ 0.

(22)

　　下面分析按在线算法得到的 k + 1时刻的解是

否可行. 根据在线算法的 Step 2,新的优化控制序列

U 3 (k + 1) 必定保证系统的终端状态在终端状态约

束集合 T 3 (k + 1) 内,如取U 3 (k + 1) 为该时刻的

解序列,则它必定是该优化问题的可行解. 下面分析

在U 3 (k + 1) 的作用下,系统的终端状态不满足终

端约束集T 3 (k ) 时,取U (k + 1) 为解并取终端约束

集为 T 3 (k ) 时,它是否为可行解.

根据式 (1) ,在U (k + 1) 序列的控制下必有x (k

+ iûk + 1) = x 3 (k + iûk ) , i = 1,⋯,N - 1,此时

相应的状态序列为 [x 3 (k + 1ûk )　⋯　x 3 (k +

N ûk ) ]. 因为状态 x 3 (k + N ûk ) 满足式 (20) ,只需证

明在 K x 3 (k + N ûk ) 的作用下, 系统的终端状态

x (k + N + 1ûk + 1) = (A + B K ) x 3 (k + N ûk ) 是

否仍然满足约束 (20).

根据 Schu r定理,式 (22) 等价于

X{ - 1 - (A + B K ) TX{ - 1 (A + B K ) -

Q - K TR K ≥ 0. (23)

再将上式两边分别乘以状态向量 (x 3 (k + N ûk ) ) T

和 x 3 (k + N ûk ) ,可得

x T (k + N + 1ûk )X{ - 1x (k + N + 1ûk ) ≤

(x 3 (k + N ûk ) ) T (X{ - 1 - Q -

K TR K ) x 3 (k + N ûk ) ≤

(x 3 (k + N ûk ) ) TX{ - 1x 3 (k + N ûk ) , (24)

所以有 x T (k + N + 1ûk ) ∈ T 3 (k ). 这说明在 k + 1

时刻,以x 3 (k + 1ûk ) 为初始状态,以U (k + 1) 作为

控制序列,仍可使得 x (k + N + 1ûk ) 满足终端状态

约束.

另一方面,由式 (21) 可以看出, K x 3 (k + N ûk )

满足式 (2) 的控制输入约束条件. 因此, 可以判定

U (k + 1) 是式 (17) 和 (18) 的一个可行解.

下面对算法的稳定性进行分析. 设 J 3 (k ) 和

J 3 (k + 1) 分别对应 k 时刻和 k + 1时刻式 (16) 的

性能指标最优值,而J (k + 1) 是由U (k + 1) 控制序

列对应的性能指标函数值. 根据最优性原理

J 3 (k + 1) - J 3 (k ) ≤ J (k + 1) - J 3 (k ) ≤

- ‖x 3 (k ûk )‖2
Q - ‖u 3 (kûk )‖2

R , (25)

并将式 (25) 两边从 k = 0到∞进行迭加,可得

∑
∞

k= 0
‖x 3 (kûk )‖2

Q + ‖u3 (kûk )‖2
R ≤

J 3 (0) - J 3 (∞) ≤ J 3 (0). (26)

由于J 3 (0) 是有限值,所以必有lim
k→∞

x 3 (kûk ) = 0,即

闭环系统是渐近稳定的. □

5　计算实例
　　为了验证算法的有效性,下面给出一个仿真实

例. 沿用前面的符号,假设系统的各个参数如下:

A =
0. 99 0. 25

- 0. 23 0. 5
,B =

1. 6

- 0. 8
, ûuû ≤ 0. 2.

分别选择权矩阵Q =
0. 25 0

0 0. 04
, R = 1. 将上述

参数代入到离线算法中进行计算, 可以得到终端凸

集约束

T = {x ∈R nûx T (Κ1X 1 + Κ2X 2) - 1x ≤ 1}.

其中

X 1 =
2. 253 8 - 2. 215 9

- 2. 215 9 9. 537 4
,

X 2 =
2. 208 9 - 2. 353 3

- 2. 353 3 11. 035 8
.

　　 为了将本文结果与文献[ 8 ] 进行比较, 将上述
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参数分别带入本文的在线算法和文献[ 8 ] 的离线算

法. 当控制时域N = 2时,针对不同的初始状态,得

到结果如表1所示1
表 1　本文方法与文献[8 ]算法的比较结果

初始状态 [ 0　4. 2 ] [ 2. 15　0 ] [ 1. 5　1 ]

本文结果 feasib le feasib le feasib le

文献[ 8 ]结果 infeasib le infeasib le feasib le

　　由表 1 可以看出,本文的结果比已有的结果可

以更有效地扩大系统的终端状态约束集,从而说明

了本文结果的有效性.

6　结　　语
　　本文从一个新的角度重新分析了带有终端约束

集的预测控制问题,通过选取一些特定的状态向量

作为假定的系统终端状态,计算针对这些状态的最

大终端约束集,然后将计算好的终端状态约束集组

合成一个凸集,其中凸集参数作为在线优化变量. 实

际在线运算时,系统可根据真实的终端状态从凸集

当中选取合适的集合作为终端约束集,以扩大系统

的可行域. 另外,与已有的在线算法相比,利用本文

算法确定终端约束集只需要计算很少的几个参数,

而不是在线算法中的一系列矩阵不等式,因此该算

法可以降低已有算法的在线计算量.
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