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粒子群优化算法的收敛性分析及其混沌改进算法

刘洪波, 王秀坤, 谭国真
(大连理工大学 计算机系, 辽宁 大连 116023)

摘　要: 分析了粒子群优化算法的收敛性,指出它在满足收敛性的前提下种群多样性趋于减小,粒子将会因速度降

低而失去继续搜索可行解的能力; 提出混沌粒子群优化算法,该算法在满足收敛性的条件下利用混沌特性提高种群

的多样性和粒子搜索的遍历性,将混沌状态引入到优化变量使粒子获得持续搜索的能力. 实验结果表明混沌粒子群

优化算法是有效的,与粒子群优化算法、遗传算法、模拟退火相比,特别是针对高维、多模态函数优化问题取得了明显

改善.
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Abstract: T he part icle sw arm op tim ization (PSO ) algo rithm is analyzed. Its p rem ature convergence is due to the

decrease of velocity of part icles in search space that leads to a to ta l imp lo sion and u lt im ately fitness stagnation of the

sw arm. A chao tic part icle sw arm op tim ization (CPSO ) algo rithm is in troduced to overcom e the p rob lem of

p rem ature convergence. CPSO uses the p ropert ies of ergodicity, stochastic p roperty, and regu larity of chao s to lead

part icles’ exp lo rat ion. T h is enab le the sw arm system to have the ab ility of“susta inab le developm ent”. Sim ulation

resu lts show that CPSO p reven ts p rem ature convergence effectively and is better than PSO , genetic algo rithm and

sim ulated annealing on som e benchm ark function op tim ization p rob lem s.
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1　引　　言
　　粒子群优化算法 (PSO )是一种新兴的群智优化

算法[1 ] ,其思想来源于人工生命和演化计算理论,是

对鸟群觅食过程中的迁徙和聚集的模拟. 由简单个

体组成的群落以及个体之间的互动行为模拟搜索最

优解,收敛速度快. 相对遗传算法、模拟退火等算法

而言, PSO 更简单有效[2 ] , 并已得到众多学者的重

视和研究[3～ 5 ],许多实际应用非常成功[6～ 8 ]. 但它存

在早熟问题,大量的研究只集中在讨论粒子的轨迹

对算法收敛性所产生的影响[9, 10 ] , 以及惯性因子的

更新和种群拓扑结构的改进[11, 12 ] ,而深入分析粒子

的速度对算法收敛性的影响并给出其具体的证明并

不多见.

　　本文从理论上分析粒子的速度对算法收敛性的

影响,并给出了证明. 同时提出了混沌粒子群优化算

法,该算法在满足收敛性的条件下利用混沌的伪随

机性、对初始值敏感性和遍历性引导粒子群中的粒

子搜索,提高种群的多样性和粒子搜索的遍历性,将



混沌状态引入到优化变量使粒子获得继续搜索的能

力.

2　粒子群优化算法
　　粒子群优化算法寻优的过程被看成是鸟群协

同觅食,其目标就是全局最优解. 其算法描述如下:

Step 1: 设优化问题的定义域为 [ - r, r ], 维度

为 d ,令粒子最大速度 vm ax = r. t = 0时,对 n个 d 维

粒子的位置和速度进行初始化,令v i, j (0) = U (- 1,

1) vm ax , x i, j (0) = U (- 1, 1) 3 r, 其中U (- 1, 1) 是

[ - 1, 1 ] 区间正态分布的随机数.

Step 2: 若满足终止条件, 则输出结果 x 3 和

f (x 3 ) 并结束算法;否则,转 Step 3.

Step 3: t = t + 1,实施最优保存策略,即

　x #
i ( t) = arg m in

1≤i≤n
(f (x #

i ( t - 1) ) , f (x i ( t) ) ) ;

　x 3 ( t) = arg m in
1≤i≤n

(f (x 3 ( t - 1) ) ,

f (x 1 ( t) ) ,⋯, f (x n ( t) ) ).

　　Step 4: 针对每个粒子的每一维度执行个性算

子、自意识算子、群意识算子联合操作,即

v i, j ( t + 1) =

w v i, j ( t) + Υ(1)
i, j ( t) (x #

i, j ( t) -

x i, j ( t) ) + Υ(2)
i, j ( t) (x 3

j ( t) - x i, j ( t) ) , (1)

x i, j ( t + 1) = x i, j ( t) + v i, j ( t + 1). (2)

其中: 1≤ i≤ n , 1≤ j ≤ d ,w 通常是小于或等于 1

的正常数, Υ(k)
i, j = ckU k (0, 1) ,U k (0, 1) 是 [ 0, 1 ] 区间

正态分布的随机数, k = 1, 2,转 Step 2.

粒子群在 d 维解空间搜索, 粒子处在一定的位

置上,由一个适应函数 f (x ) 决定它的适应值,并有

一个飞行速度直接影响它每次飞翔的距离. 初始时

一群粒子随机地处在解空间中的不同位置, 然后根

据式 (1) 和 (2) 来更新自己的速度和位置, 其中

v i, j ( t) 表示 t时粒子 i的第 j 维的速度, x i, j ( t) 表示 t

时第 i个粒子的第 j 维的位置, x #
i ( t) 表示 t时粒子 i

的当前极值, x 3 ( t) 表示 t时粒子群的当前极值. 在

式 (1) 的右边共有三项:第 1项是粒子上一次的速度

v i, j ( t) 与惯性因子w 的乘积;第2项是粒子自身行为

差异比较;第 3项是粒子群行为差异比较;后两项合

称为粒子的“意识”.

3　粒子群优化算法的收敛性分析
　　文献 [ 10 ] 对粒子群优化算法中粒子轨迹收敛

进行了深入分析, 本文在此基础上进一步分析粒子

的速度对算法收敛性的影响.

假定 Υ(k)
i, j ( t) , x #

i, j ( t) , x 3
j ( t) 是常数, 即 Υ(k)

i, j =

Υ(k )
i, j ( t) , x #

i, j = x #
i, j ( t) , x 3

j = x 3
j ( t). 由式 (1) 和 (2) 消

去速度相关的参数,则

　　　x i, j ( t + 1) =

　　　 (1 + w - Υ(1)
i, j - Υ(2)

i, j ) x i, j ( t) -

　　　w x i, j ( t - 1) + Υ(1)
i, j x #

i, j + Υ(2)
i, j x 3

j . (3)

令

A =

1 + w - Υ(1)
i, j - Υ(2)

i, j - w Υ(1)
i, j x #

i, j + Υ(2)
i, j x 3

j

1 0 0

0 0 1

,

则式 (3) 的齐次矩阵形式为

x i, j ( t + 1)

x i, j ( t)

1

= A õ

x i, j ( t)

x i, j ( t - 1)

1

. (4)

式 (4) 中系数矩阵的特征多项式为

(1 - Κ) (w - Κ(1 + w - Υ(1)
i, j - Υ(2)

i, j ) + Κ2).

(5)

该特征多项式存在三个根值,即

Κ= 1,

Αi, j =
1 + w - Υ(1)

i, j - Υ(2)
i, j + Χi, j

2
,

Βi, j =
1 + w - Υ(1)

i, j - Υ(2)
i, j - Χi, j

2
.

其中: Χi, j = (1 + w - Υ(1)
i, j - Υ(2)

i, j ) 2 - 4w . 因为

Α, Β均为式 (4) 系数矩阵的特征多项式的根, 所以

式 (3) 可写为

x i, j ( t) = k 1 + k 2Αt
i, j + k 3Βt

i, j. (6)

同理可得

v i, j ( t) = h 1Αt
i, j + h 2Βt

i, j. (7)

　　如果 (1 + w - Υ(1)
i, j - Υ(2)

i, j ) 2≥ 4w ,则Χ, Α, Β为
实数;如果 (1 + w - Υ(1)

i, j - Υ(2)
i, j ) 2 < 4w ,则Χ, Α, Β为

复数. 为了讨论方便, 如果 Χ, Α, Β为实数,‖Α‖,

‖Β‖分别表示 Α, Β的绝对值; 如果 Χ, Α, Β为复数,

‖Α‖,‖Β‖分别表示 Α, Β的模值.

定理 1 (粒子群优化算法收敛定理)　粒子群优

化算法是收敛的, 当且仅当m ax (‖Α‖,‖Β‖) ≤

1.

证明　不失一般性, 忽略具体维度标识, 对式

(6) 求极限有

lim
t→+ ∞

x ( t) = lim
t→+ ∞

(k 1 + k 2Αt + k 3Βt) =

k 1 + k 2 lim
t→+ ∞

Αt + k 3 lim
t→+ ∞

Βt).

　　当‖Α‖ > 1或‖Β‖ > 1时, lim
t→+ ∞

x ( t) 不存

在,即粒子的轨迹是发散的;

当‖Α‖< 1且‖Β‖< 1时,有 lim
t→+ ∞

x ( t) = k 1,

粒子的轨迹是收敛的;

当m ax (‖Α‖,‖Β‖) = 1,有 lim
t→+ ∞

x ( t) = k 1 +

k 2 + k 3,或 lim
t→+ ∞

x ( t) = k 1 + k 2,或lim
t→∞

x ( t) = k 1 + k 3,
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粒子的轨迹也是收敛的.

由于粒子的位置表示解空间搜索的解, 所以命

题成立. □

该定理同时还确切地给出粒子群优化算法的参

数选择范围. 对于式 (6) , 代入初始值和随机量 Υ(k )

的期望值 ck ö2,可得

w ≥ (c1 + c2) ö2 - 1. (8)

当w = 1, c1 = 2, c2 = 2时,式 (8) 取等号.

推论 1 (粒子速度收敛性)　如果粒子群优化算

法是收敛的, 粒子群中的粒子速度或者不断减小到

0,或者一直以初始化速度迭代到算法结束.

证明　不失一般性, 忽略具体维度标识, 对式

(7) 求极限有

lim
t→+ ∞

v ( t) = lim
t→+ ∞

(h 1Αt + h 2Βt).

如果粒子群优化算法是收敛的,那么有

m ax (‖Α‖,‖Β‖) ≤ 1.

　　1) 当m ax (‖Α‖,‖Β‖) ≤1,有 lim
t→+ ∞

v ( t) = 0;

2) 当m ax (‖Α‖,‖Β‖) = 1, 有 lim
t→+ ∞

v ( t) =

h 1,或 lim
t→+ ∞

v ( t) = h 2,或 lim
t→+ ∞

v ( t) = h 1 + h 2,由式 (7)

的初始化条件可知粒子一直以初始化速度迭代到算

法结束. □

粒子群优化算法收敛性和粒子速度收敛性的几

何解释是:如果一个粒子当前的位置、该粒子的当前

最优值和粒子群的当前最优值三者一致, 该粒子会

因为它以前的速度和惯性因子不为零而远离最佳位

置导致算法不能收敛;如果以前的速度非常接近零,

粒子一旦赶上了粒子群的当前最佳粒子, 种群多样

性就慢慢丧失, 所有的粒子将会集聚到相同位置并

停止移动,粒子群优化出现停滞状态,却仍没有搜索

到满意解,这种情况大多导致早熟;如果粒子速度一

直以初始化速度迭代到算法结束, 相当于自意识算

子和群意识算子失效,不利于全局最小值的搜索,算

法的适应性将显著降低. 为了避免早熟,提高算法的

适应性,本文在粒子群优化算法中引入混沌,提出了

基于混沌的改进算法, 该算法在满足粒子群优化算

法收敛定理条件下, 粒子速度既不会减小到 0 又不

会一直以初始化速度迭代到算法结束.

4　混沌粒子群优化算法
4. 1　混沌的特性

混沌是一种普遍的非线性现象,具有伪随机性、

对初始值的敏感性和遍历性等精致的内在规

律[13, 14 ]. 一种具有非线性反馈能力的混沌神经元映

射[15 ] 如下:

z n+ 1 = Γz n - 2tanh (Χz n) exp (- 3z 2
n). (9)

其中: z n 是神经元的 n 时内部状态, n = 0, 1, 2,⋯; Γ

是衰减因子 (0≤ Γ≤ 1) ; Χ是比例因子,通常Χ= 5.

该映射的点迹分布如图 1所示 , 其迭代次数为

2 000, 分布开阔而且比较均衡, 有利于优化搜索的

遍历性.

图 1　混沌神经元映射的点迹分布

4. 2　混沌粒子群优化算法基本思路与算法设计

混沌粒子群优化算法的基本思想体现在两个方

面: 1) 采用混沌系列初始化粒子的位置和速度, 既

不改变粒子群优化算法初始化时所具有的随机性本

质,又利用混沌提高了种群的多样性和粒子搜索的

遍历性; 2) 将混沌状态引入到优化变量使粒子获得

持续搜索的能力.

混沌初始化: 对式 (9) 中的 z n 按取值范围分别

赋予 n3 d 个初始值 z 0, i ( i = 0, 1,⋯, d ) ,混沌后对粒

子初始位置和速度进行初始化处理.

粒子速度控制: 依据混沌 PSO 的基本思想, 粒

子迭代过程中的速度更新公式由式 (1) 变为

v i, j ( t + 1) = w v c ( t) + Υ(1)
i, j ( t) (x #

i, j ( t) - x i, j ( t) ) +

Υ(2)
i, j ( t) (x 3

j ( t) - x i, j ( t) ). (10)

其中

v c ( t) =
v i, j ( t) , f lag ( t) = 0;

U (- 1, 1) 3 Θ3 vδ, f lag ( t) = 1;

f lag ( t) =

1, f (x 3 ( t) ) = f (x 3 ( t - 1) ) =

　　⋯ = f (x 3 ( t - 9) ) ;

0, f (x 3 ( t - 1) ) > f (x 3 ( t) ) ;

v
δ = r3 z nö1. 2; Θ= f (x 3 ) - f objective.

其中: z n 是由式 (9) 产生的新的混沌序列, f objective 为

优化目标值或满意解.

5　实验及分析
　　优化算法的性能比较通常是基于一些称为基

准函数[16 ] 的典型问题展开的,本文就 4种有代表性

基准函数对所讨论的算法进行测试和分析, 这 4 种

基准函数为:

f 1: Ro senb rock’s funct ion

　f (x ) = ∑
n

i= 1

(100 (x i+ 1 - x 2
i ) 2 + (x i - 1) 2) ,

　x ∈ [ - 50, 50 ], x 3 = (1, 1,⋯, 1) , f (x 3 ) = 0.

f 2: R astrig in’s funct ion
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　f (x ) = ∑
n

i= 1

(x 2
i - 10co s (2Πx i) + 10) ,

　x ∈ [ - 5. 12, 5. 12 ],

　x 3 = (0, 0,⋯, 0) , f (x 3 ) = 0.

f 3: Griew ank’s function

　f (x ) =
1

4000∑
n

i= 1

(x i) 2 - ∏
n

i= 1
co s (x iö i ) + 1,

　x ∈ [ - 300, 300 ],

　x 3 = (0, 0,⋯, 0) , f (x 3 ) = 0.

f 4: A ck ley’s funct ion

　f (x ) = - 20exp (- 0. 2
1
n∑

n

i= 1
x 2

i ) -

exp ( 1
n∑

n

i= 1

co s (2Πx i) ) + 20 + e,

　x ∈ [ - 32, 32 ], x 3 = (0, 0,⋯, 0) , f (x 3 ) = 0.

其 中: Ro senb rock 函 数 是 连 续 单 模 态 函 数;

R astrig in 函数、Griew ank 函数和A ck ley 函数是连

续多模态函数, 有多个 (局部) 极小值, 一个全局极

小值, 而且在到达全局极小值的过程中存在大规模

的曲率变化.

　　本文将所提出的CPSO 与标准PSO (SPSO ) [1 ]、

Aw PSO [11 ]、遗传算法 (GA )、模拟退火 (SA ) 进行性

能比较. 实验中 SPSO 和CPSO 的 c1 = c2 = 1. 49,w

= 0. 7,满足式 (8) ,粒子群的种群规模为 20;遗传算

法的种群规模为 20,交叉率为 0. 8,变异率为 0. 02;

模拟退火算法的初始温度为 50,温度调整操作次数

为 20, 温度约简因子为 0. 85. 所有算法的优化目标

是函数值最小化, 针对每个函数不同维度运行 10

次,计算其平均结果和标准方差.

　　限于篇幅,只给出了优化R astrig in函数的结果

对比曲线 (如图 2所示) ,其他结果见表 1. CPSO 能

到达的最好值明显优于其他算法, 模拟退火在维度

较低时也具有很好的性能. 对于 200维以内的函数,

(a)　302D R astrigin’s function

(b)　1002D R astrigin’s function

(c)　2002D R astrig in’s function

图 2　优化 Rastr ig in 函数结果对比

表 1　优化基准函数的结果比较

算法
f 1 f 2 f 3 f 4

30维 100维 30维 100维 30维 100维 30维 100维

SPSO
19. 773 2

± 11. 462 0

189. 656 7

± 51. 345 5

5. 365 5e210

± 7. 744 3e210

0. 942 1

± 0. 452 6

0. 315 7

± 0. 017 7

1. 337 4

± 1. 508 5

2. 799 2e214

± 3. 883 0e214

4. 126 2

± 1. 034 0

Aw PSO
21. 113 9

± 5. 062 1

216. 258 0

± 54. 334 3

3. 750 2e208

± 2. 451 3e208

0. 837 5

± 1. 821 2

0. 072 0

± 3. 235 0e212

3. 092 3

± 2. 519 5

0. 717 9

± 0. 001 4

0. 898 2

± 0. 017 2

CPSO
0. 032 0

± 0. 051 2

97. 628 6

± 26. 386 1

3. 511 8e213

± 9. 701 0e213

6. 079 0e212

± 1. 935 2e212

0. 007 8

± 0. 011 0

0. 010 9

± 0. 023 5

1. 749 2e214

± 4. 810 3e215

1. 645 7e204

± 1. 565 9e204

GA
222. 951 0

± 26. 487 4

7. 273 0e + 003

± 459. 104 4

0. 487 4

± 0. 957 5

81. 536 5

± 17. 771 9

6. 846 0

± 0. 606 0

179. 596 6

± 7. 390 8

1. 743 7

± 0. 042 7

2. 357 0

± 0. 007 9

SA
29. 055 2

± 4. 829 1

138. 323 3

± 38. 102 9

8. 972 0e209

± 9. 432e209

0. 745 3

± 14. 463 3

0. 319 3

± 1. 788 0

31. 427 0

± 11. 465 6

0. 660 6

± 0. 065 7

1. 016 7

± 0. 053 2
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CPSO 均能以极高的精度逼近全局最小点, 但对于

维度超过200的目标函数而言,粒子搜索到的可行

解在全局最小点附近增加缓慢, 虽然相对其他算法

有较大的改善,但CPSO 的结果仍不理想,成功率也

只有 95◊ . 这也是优化问题所共同面临的“维度灾”

问题.

　　粒子群中的粒子因在解空间飞行所到达的位

置不同而搜索到不同的可行解, 即因粒子的位置不

同而表现出的多样性称为种群多样性, 它是评价粒

子群搜索可行解的能力的重要尺度. 它由下式给出:

D iversity =
1
n∑

n

i= 1

1
d∑

d

j= 1

(x i, j - xθ j ) 2. (11)

其中: xθ 为粒子群的中心位置,它的第 j 维为 xθ j.

图 3是 PSO 与CPSO 的种群多样性比较曲线,

图中 PSO 的种群多样性在迭代的过程中一直呈下

降趋势, 1 000 代时保持在一个很低的水平; 而

CPSO 的种群多样性在迭代的过程中存在 3个不同

的阶段: 1) 初始阶段呈波动式下降; 2) 在 500 代左

右出现反弹呈波动式增加; 3) 1 200 代后一直保持

在一个较高的水平.

图 3　种群多样性比较

6　结论与展望
　　本文从理论上分析了粒子群优化算法的收敛

性,指出粒子群优化算法满足收敛性的前提下种群

多样性就可能会慢慢减小,粒子将会因速度降低而

失去继续搜索可行解的能力,粒子群优化出现停滞

状态; 这种情况大多导致早熟. 为此,提出混沌粒子

群优化算法,该算法满足收敛性的条件下利用混沌

的伪随机性、对初始值的敏感性和遍历性来引导粒

子搜索,提高种群的多样性和粒子搜索的遍历性,将

混沌状态引入到优化变量使因速度降低而失去搜索

可行解能力的粒子获得继续搜索的能力. 对所提出

的混沌粒子群优化算法进行了实验,结果表明混沌

粒子群优化算法是有效的,与其他优化算法相比,特

别是针对高维、多模态函数优化问题取得了明显改

善.

　　值得注意的是,本文的混沌载入系数是根据粒

子当前最佳适应值与目标值进行自适应调整的,更

灵活的调整策略需要进一步研究. 另外,通向混沌还

有更丰富的混沌发展模式,在本文工作的基础上引

入其他混沌发展模式,进一步改进粒子群优化算法

处理优化过程中的“维度灾”问题值得研究.
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图 4　∃ = 0时的输出和输入响应

图 5　∃ = sin t时的输出和输入响应

算法的控制结果. 从图中不难看出,本文提出的算法

具有更好的控制性能.

6　结　　论
　　本文针对饱和约束系统提出了一种鲁棒模型预

测控制算法,分别考虑了多面体不确定性和结构反

馈不确定性. 算法采用了无穷时域的最坏性能指标

以及带有饱和特性的状态反馈控制结构,其控制律

可以通过求解一个LM I优化问题得到,闭环系统的

鲁棒稳定性取决于LM I优化问题在初始时刻的可

行性. 仿真结果表明与原有采用线性反馈控制结构

的算法相比,提出的算法能够更加充分地利用输入

的约束范围,提高控制性能.
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