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蚁群优化算法的收敛性分析
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摘　要: 有关蚁群优化算法收敛性分析的研究还很少,不利于进一步改进其算法. 为此,较详细地分析了用蚁群优化

算法求解 T SP 问题的收敛性,证明了当 0< q0< 1时, 算法能够收敛到最优解. 分析了封闭路径性质、启发函数、信息

素和 q0 对收敛性的影响,据此给出了提高算法收敛速度的几点结论.
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1　引　　言
　　目前,蚁群优化算法[1 ]已成为研究的热点之一,

并得到广泛的应用. 蚁群算法是一种新的仿生算法,

其理论研究较少,大多数研究只给出了算法或应用

方法,没有给出收敛性分析. 直到近几年,有些学者

才给出了某些算法的收敛性证明,但有关研究和文

献却非常少. 理论上的严重匮乏成为制约该算法改

进和发展的瓶颈.

迄今检索到的最主要的收敛性证明有文献[ 2～

5 ]. 这些文献对不同算法进行收敛性分析,但都不同

程度地存在一定的局限性. 文献[ 5 ]构建一种符合随

机过程的分支蚁群算法,根据蚂蚁数量、路径数量及

其出生率、死亡率等,用随机过程的思想方法证明了

算法的收敛性,其理论和结果显然仅适合于这类分

支算法. 文献[ 3, 4 ]给出了基于图的蚁群算法的收敛

性证明,其理论基础是把最优路径上的信息素强度

描述为离散时间的非齐次马尔可夫随机过程,据此

进行证明. 其局限性在于: 为了符合这一描述,对算

法作了较多的条件约束,例如算法中的优化路径仅

有一条,仅在这条最优路径上进行全局信息素更新,

不支持局部更新,所有蚂蚁都从唯一的起点出发. 文

献[ 2 ]仅依据信息素进行分析,分析条件与实际情况

也有一些差距. 这些文献的共同特点是主要考虑了

信息素的影响,且只考虑了局部或全局信息素更新

中的一种情况,对于算法的相关参数 (如启发信息和

q0 等)对算法的影响没有进行分析, 实际指导意义

不强.

本文以求解 T SP 问题为例, 充分考虑启发函



数、信息素、q0 及路径的性质等对算法收敛的影响,

对求解 T SP 问题的蚁群优化算法进行全新的分析,

并据此提出了算法改进的建议.

2　问题描述与定义
　　为了叙述简便,首先给出如下定义:

二维平面上的凸多边形有限区域记为A S,其内

部分布着 n 个城市. 令 n 个城市的集合为C = {c1,

c2,⋯, cn}, 城市的下标集或序号集为R = {1, 2,⋯,

n}. 在A S中建立直角坐标系 2 0,则 ci∈C , i∈R. 2 0

有确定的坐标 (x i, y i) ,记作 ci (x i, y i). 城市 i∈R 称

为节点, 任意两城市间的连线称为边, 记作 eij , i, j

∈R.

定义 1　任意两城市 ci和 cj 之间的距离或边长

记为 d (ci, cj ) , i, j ∈R , 简记作 d ij ,且满足 d ij = d j i.

距离 d ij 可记作边长 d l, d ij 可计算如下:

d (ci, cj ) = (x i - x j ) 2 + (y i - y j ) 2. (1)

　　定义2　m 只蚂蚁的集合表示为an t = {1, 2,⋯

k ,⋯,m }, 某只蚂蚁表示为 k∈an t,蚂蚁于 t时刻在

eij ( i, j ∈R ) 上残留的信息量表示为 Σij ( t).

定义 3　蚂蚁 k 于任意时刻在A S 中所处的位

置为 P ,所有 P 在 2 0 都有确定的坐标 (x , y ). k 在 ti

时刻处于某节点的位置记为 P (x i ( ti) , y i ( ti) ) , 简记

作 P i或 P ( ti). 若它的坐标与 cj (x j , y j ) ∈A S的坐

标相同,则 P i与 cj 等价,记作 P i～ cj. k 已走位置的

集合表示为 tabuk , 它随着蚂蚁的行走动态调整. 这

些已走过的位置不允许再走, 因此 tabuk 称为禁忌

表. 可行点集记为V = C - tabuk.

定义4　记T = { t0, t1,⋯, ti,⋯, tn+ 1}, t0 < t1 <

⋯ < ti < ⋯ < tn+ 1, tn+ 1 为有限时刻. Π P ∈A S,

Π P ( ti) ∈FS, i∈R. 连续映射 f : T →A S使得 f ( t0)

= P 0, f ( t1) = P 1,⋯, f ( ti) = P i,⋯, f ( tn) = P 0, i,

j ∈R. 映射 f 称为A S中从 P 0到 P 0的一条封闭巡

回路径, 像集 f (T ) 称为从 P 0 到 P e 的一条封闭通

道. 显然,该封闭通道构成了A S 中连接点 P 0 到 P e

的连续曲线, 称为路程. 路程长度记作L (P 0, P e) ,

简记为L . 其中 d l 由式 (1) 计算,L 计算如下:

L = ∑
e+ 1

l= 1
d l, d l = d (ci, cj ) , ci, cj ∈C , i, j ∈R.

(2)

　　定义5　ci的相邻节点集记为BR i (ci (x i, y i) ) =

{cûc∈C , d (c, ci) ≤dm in},其中dm in是根据具体问题

和所需相邻集大小设定的距离阈值. 用 z 表示相邻

域内的可行点集, 则有 z = (C - tabuk ) ∩BR i.

定义 6　Γij = 1öd (ci, cj ) ,称为蚂蚁从节点 i选

择节点 j 的启发函数.

3　蚁群优化算法
　　为了证明方便起见,根据第 2节所作的问题描

述和定义, 结合A CS 算法, 对蚁群算法重新描述如

下:

Step 1: 初始化:将m 只蚂蚁随机地分配到 n 个

城市, 并将出发点城市置入禁忌表 tabuk. 设置代数

计数器N C = m ax,设定 Β, Α和Θ的值, Π Σij = Σ0, i,

j ∈R.

Step 2: 对于所有的 k ,以当前城市 i为中心,选

择下一个节点 j∈R. 根据定义 3,首先从 n - 1个城

市中找出 ûV û个未走过的城市{ j 1, j 2,⋯, j p ,⋯, j v },

即 j p | tabuk.

Step 3: 按式 (3) 或 (4) 在 ûV û 个城市中选择节
点

j =
arg m ax

j | tabuk

{[Σij ( t) ] [Γij ( t) ]Β, q≤ q0;

S , o therw ise.
(3)

其中: 0 < q0≤1是初始设定的参数, q∈ (0, 1) 是随

机数,随机变量 S 根据下式决定:

p k
ij ( t) =

[Σij ( t) ] [Γij ]Β

∑
h | tabuk

[Σih ( t) ] [Γih ]Β, j | tabuk;

0, j ∈ tabuk.

(4)

其中: p k
ij ( t) 表示 t时刻蚂蚁 k 由节点 i转移到节点 j

的概率: Β为启发信息的重要程度. 当q > q0时,计算

ûV û 个城市的转移概率 p k
ij ,根据赌轮盘规则选择城

市 j ,并将 j 加入禁忌表 tabuk.

Step 4: 局部信息素更新: 用参数 1 - Θ表示信
息素消逝的程度,每只蚂蚁走完一条边后,按下式进

行局部信息素更新:

Σij ( t + 1) = (1 - Θ) Σij ( t) + Θ∃Σij. (5)

其中

∃Σij = ∑
m

k= 1
∃Σk

ij ,

∃Σk
ij =

Q öl jb,蚂蚁 k 走过边 eij;

0, o therw ise.

Q 为常数, l jb 是 k 从开始城市到当前城市走过的路

程长度, ∃Σk
ij表示k在本次循环中留在边eij上的信息

量, ∃Σij表示本次循环中边 eij上信息量的增量, Σm 是

限定的最小信息素强度, 为一小的常数. 若 Σij ( t +

1) < Σm in ,则令 Σij ( t + 1) = Σm in.

Step 5: m 只蚂蚁选择完节点 j后,令 inew = j ,返

回 Step 2选择下一个节点.

Step 6: m 只蚂蚁游完一周后, 用式 (2) 计算路

程长度L k ,找出并保留L km in ,L km in = m in L k.

Step 7: 信息素全局更新: 所有蚂蚁走完全部城
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市后,按下式对信息素进行全局更新:

Σnew
ij = (1 - Α) Σo ld

ij + Α∃Σij. (6)

其中

∃Σij =
1ölk , eij ∈ global2beat2tou r;

0, o therw ise.

Α为全局信息素挥发系数, lk 为本次最佳路径的长

度, eij ∈ global2best2tou r表示 k 所走的边 eij属于最

佳路径. 若 Σnew
ij < Σm in ,则令 Σnew

ij = Σm in.

Step 8: 本次周游得到的L km in 与最优长度 ld 进

行比较,若 lkm in < ld ,则用 lkm in替换 ld ,并替换最优路

径表.

Step 9: 若设置的计数值N C - 1≠ 0,则清空并

初始化禁忌表,重复上述过程,直到N C - 1 = 0为

止.

4　收敛性分析
　　定义 7　 设封闭巡回路径为 f i, 若 Π t1, t2 ∈

[ t0, tn ], t2 = t1 + ∃ t,且有

d (P ( t1) , P ( t2) ) = m in{d (P ( t1) , P ) , P ∈V },

满足 L (P ( t2) , P e) < L (P ( t1) , P e) , 则 f i ( t2) =

P ( t2) 是向P e严格趋近的节点位置, f i是从P 0到P e

严格趋近的封闭路径. 所有严格趋近的封闭路径的

集合记作 F p , 非严格趋近的封闭路径记作 f n , 所有

f n的集合记作FN. ∃ t是 k从当前节点走到下一节点

所需时间.

引理 1　对于所有的 elj ,均有 Σm in ≤ Σij ≤ Σm ax ,

其中

Σm ax = m ax ( Σm

Θ,
Σm

Θ[
(1 - Α) Θ+ Θ
(1 - Α) Θ+ Α]) ,

Σm = m ax (Θ∃Σij , Α∃Σij ).

　　证明　设某代蚂蚁觅食得到最优路径为 f 0,

根据算法步骤和式 (3)～ (6) ,可分以下 3种情况:

1) 蚂蚁 k从未走过边 el j , 该边上的信息素只消

散,不增加. 根据式 (5) 有

Σm in
ij ( t) = (1 - Θ) tΣ0, t→∞, Σij → 0;

Σij = Σm in (被强制到 Σm in).
(7)

　　2) 蚂蚁 k 走过边 elj ,但 elj | f 0,此时该边上的

信息素只进行局部更新. 根据式 (5) 有

Σ(1) = (1 - Θ) Σ(0) + Σm , Σm = Θ∃Σij ,

Σ(2) = (1 - Θ) Σ(1) + Σm =

(1 - Θ) 2Σ(0) + (1 - Θ) Σm + Σm ,

　　　�
Σ( t) = (1 - Θ) tΣ(0) + (1 - Θ) t- 1Σm +

　　 　 (1 - Θ) t- 2Σm + ⋯ + Σm =

(1 - Θ) tΣ(0) + ∑
t

i= 1

(1 - Θ) t- iΣm.

其中: Σ(0) , Σ(1) ,⋯, Σ( t) 分别表示初始状态, 第 1

代,⋯,第 t代搜索后的信息素强度;∑
t

i= 1

(1 - Θ) t- i为

一等比数例, 公比为 1 - Θ, 其前 t 项之和为

1 - (1 - Θ) t

1 - (1 - Θ) . 因此有

　

Σm ax
ij ( t) = (1 - Θ) tΣ0 + ∑

t

i= 1

(1 - Θ) t- iΣm ;

Σm = Θ∃Σij , t→∞, Σm ax
ij ( t) → 1

ΘΣm.
(8)

　　3) 蚂蚁 k走过边 eij且 eij∈ f 0,此时该边上的信

息素进行局部和全局更新. 根据式 (5) 和 (6) 有

Σm ax
ij ( t) =

(1 - Θ) t (1 - Α) tΣ0 + ∑
t

i= 1

(1 -

Θ) t- i (1 - Α) t- i [ (1 - Α) Σm + Σm ],

t→∞, Σm ax
ij →

Σm

Θ[
(1 - Α) Θ+ Θ
(1 - Α) Θ+ Α].

(9)

其中 Σm = m ax (Θ∃Σij , Α∃Σk
ij ).

比较以上 3 种情况可知, 对于所有的 Σij , 都有

Σm in ≤ Σij ≤ Σm ax. □

引理 2　当 q0 = 1时, Π eij ∈ f i, f i∈ F p , Π ek l

∈ f n , f n ∈ FN ,均有 Σk l ≤ Σij.

证明　当q0 = 1时, k恒用式 (3) 选择下一个节

点. 根据算法步骤和式 (3) , (5) , (6) , 分为以下 3 种

情况:

1) Π ek l (k , l ∈ R ) | f i, ek l ∈ f n , 在可行边集

中, ϖ eij ( i, j ∈ R ) ∈ f i, 使得 Γij < Γk l. 初始化时

Π Σij ( i, j∈R ) = Σ0,因而k用式 (3) 选择并行走边ek l

的概率为 0,从而 Σk l = Σm in.

2) Π eij ∈ f i, ek l | f 0, Σm ax
ij 由式 (8) 计算.

3) Π eij ∈ f i, ek l ∈ f 0, Σm ax
ij 由式 (9) 计算.

比较以上 3种情况可知,均有 Σij ≥ Σk l = Σm in. □

定理 1　设客观存在的全局最优解为 f i 类型,

当 q0 = 1时,算法一定能收敛于最优解.

证明　Π ti∈ [ t0, tn ],设 k的当前位置为P ( ti) ,

P ( ti)～ ci, k 从 ci 选择并走到下一个节点 cj , cj～

P ( ti+ 1). 由于全局最优解为 f i类型,根据定义4和定

义 7,必然存在一个严格趋近的节点位置 P ( ti+ 1) ,即

Π P ( ti+ 1) ∈V , ϖ P ( ti+ 1) ,使得

d (P ( ti) , P ( ti+ 1) ) = m in{d (P ( ti) , P ) , P ∈V },

满足 L (P ( ti+ 1) , P e) 为最小, 记为 P ( tj ). 设 k 从

P ( ti) 选择 P ( tj ) 的概率为 p ,由于 q0 = 1,算法恒用

式 (3) 选择 cj. 由式 (3) 和引理 2可得 p ≡ 1,因而 k

在 t代觅食过程中,选择最优解的概率 p l = 1 - (1

- p n) t≡ 1. □

从定理 1的证明可知,若全局最优解为 f i类型,
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则算法不仅能收敛于最优解,而且能较快收敛.

推论 1　设客观存在的全局最优解 f 0 ∈ f i 类

型,则 q0 < 1时的收敛时间一定比 q0 = 1时长.

这一推论是显然的,用定理 2的证明方法可证.

推论 2　设客观存在的全局最优解 f 0 | f i 类

型,当 q0 = 1时,算法不能收敛到最优解.

证明　由于客观存在的全局最优解 f 0 | f i类

型, ϖ ek l ∈ f n ,由引理 2 的证明可知, q0 = 1时恒用

式 (3) 选择非趋近节点的概率为 0. 设 f 0包括 x 个趋

近节点和 y 个非趋近节点,选择一个趋近节点的概

率为R ,选择一个非趋近节点的概率为 r, 则 k 在任

意一代觅食过程选择 f 0 的概率 p = R x ry = 0. □

定理 2　设客观存在的全局最优解 f 0 | f i 类

型,当 0 < q0 < 1时, 经过充分长的时间 tm ,算法能

收敛到最优解.

证明　设任意一个一般解 F p i
包括 x 个趋近的

节点和 y 个非趋近的节点. 选择一个任意趋近节点

的概率为R , 选择一个任意非趋近节点的概率为 r,

估算R 和 r.

根据算法, q≤ q0 时 k 根据式 (3) 选择节点,否

则根据式 (4) 选择节点. 这些节点即可以是趋近节

点,也可以是非趋近节点. 设 p x
3 和 p y

3 分别为 q≤ q0

时选择一个趋近和非趋近节点的概率, p x
4和 p y

4分别

为 q > q0 时选择一个趋近和非趋近节点的概率. 根

据算法有

R = q0p x
3 + (1 - q0) p x

4 ,

r = q0p y
3 + (1 - q0) p y

4.

由引理 1和引理 2,定义 6,式 (3) 可知, p y
3 = 0, p x

3 =

1, Π Σ> Σm in > 0, Γm in > 0. 因此,由式 (4) 选择 F p 上

任意一个节点的极限最小概率为

p m in ≥
Σm inΓΒ

m in

∑
h∈ (ûV û - 1)

Σm axΓΒ
m ax + Σm inΓΒ

m in

> 0.

当 q > q0时,用式 (4) 计算出的概率p ij > 0, 因而p x
4

> 0, p y
4 > 0, 0 < q0 < 1. 由此推知R > 0, r > 0. k经

过 t代觅食至少有一次找到最优解的概率为

p ( t) ≥ 1 - (1 - R x ry ) t, t→∞, P ( t) → 1.

(10)

即当 t = tm 是一个较大的值时,有p ( t) = 1 - Ε≈ 1.

定理得证. □

定理 2说明,当 0 < q0 < 1时,不管信息素如何

变化,经过充分长的时间总能收敛到最优解. 通过证

明可知,当最优解的多个节点不属于 f i 且不考虑信

息素作用时,其收敛到最优解的时间会很长.

下面分析 q0 < 1时信息素变化对收敛速度的影

响. 令 g 为最大与最小信息素之比,根据引理 1有

g = Σm axöΣm in =

m ax ( Σm

Θ,
Σm [ (1 - Α) Θ+ Θ]
Θ[ (1 - Α) Θ+ Α] ) öΣm in.

设 k 从 P ( ti) 选择 P ( ti+ 1) ∈ f 0 的最大概率分别为

pm ax 和 ΘΣ
m ax. 前者是不考虑信息素时的最大概率,则

有

p m ax ≤
ΓΒ

m ax

∑
h∈ (ûV û - 1)

ΓλΒ + ΓΒ
m ax

=

bΓλΒ

∑
h∈ (ûV û - 1)

ΓλΒ + bΓλΒ =
b

ûV û - 1 + b
. (11)

其中: Γλ为启发函数平均值, bΓλΒ = ΓΒ
m ax.

现在估算考虑信息素时选择优化解结点的最大

概率 p Σ
m ax. 设Π eij∈ f 0,有Σij = Σm ax , Π eij | f 0,有Σij

= Σm in. 根据式 (4) 有

p Σ
m ax ≤

Σm ax [Γm ax ]Β

∑
h∈ (ûV û - 1)

Σm inΓλΒ + Σm ax [Γm ax ]Β =

Σm axbΓλΒ

∑
h∈ (ûV û - 1)

(Σm axög ) ΓλΒ + Σm axbΓλΒ =
g b

ûV û - 1 + g b
.

(12)

实际上,非优化解边上的信息素并不全是 Σm in , 因而

此概率为最大极限值. 两概率之比为

p Σ
m ax

p m ax
=

ûV û - 1 + b
(ûV û - 1) ög + b

> 1. (13)

一般 g µ 1,多数情况 ûV û - 1 µ b,因而有 p Σ
m axöpm ax

µ 1. 由式 (10) , (12) 和 (13) 可知,在信息素的作用

下,会使收敛速度有较大的提高.

推论 3　使用最近邻策略可使收敛速度提高.

证明　k 每次进行节点选择时, 仅在相邻域内

的可行点集 z 内选择即可. 这时式 (11) 和 (12) 中的

ûV û 由 ûz û 代换,由于 ûz û ν ûV û ,由式 (10) 和 (12)

可知,其收敛速度将有较大提高. 另一方面, 从算法

原理看,使用最近邻策略使计算量大幅减少,也有利

于收敛速度的提高. □

推论 4　加大最优路径上的信息素, 在一定范

围内会使收敛速度提高.

证明　根据式 (12) 和 (13) , 在一定范围内, g

越大, 选择优化解结点的概率越大; 根据式 (10) , 其

收敛速度也越快. □

作者在有关改进算法的研究中, 取得了与本节

分析结论相吻合的结果, 证实了本节分析结论的正

确性. 有关仿真实验结果参见文献[ 6 ].

　　 (下转第 770页)

667 控　　制　　与　　决　　策 第 21 卷



提高,而且提供了样本属于所在类中的可信程度. 实

验结果表明,与 P lat t 的概率建模方法相比,本文提

出的基于最大熵估计的概率建模方法具有优良的性

能. 在下一步工作中,作者将对支持向量机方法中多

类分类问题进行概率建模的研究.
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5　结　　论
　　本文分析了用蚁群算法求解 T SP 问题的收敛

性. 得到的结论是:若全局最优解属于严格趋近的封

闭路径,当设定 q0= 1时,算法一定能快速收敛于最

优解; 当设定 q0 < 1 时,会使收敛速度变慢. 若全局

最优解不属于严格趋近的封闭路径, 当设定 q0 = 1

时, 算法不能收敛到最优解; 当设定 0< q0 < 1 时,

算法能够收敛到最优解,但收敛时间将很长. 在一定

范围内加大优化路径上的信息素,会加快收敛. 根据

这一结论,在算法设计时,应估计或分析优化解的性

质,据此合理地设定 q0, 并在一定范围内加大全局

优化路径上的信息素,以利于提高收敛速度.

通过本文的分析可以看出,影响蚁群算法收敛

速度的两大因素是信息素和启发函数. 选择合适的

启发函数对提高收敛速度至关重要,启发信息的值

过大,将抑制信息素的作用; 启发信息的值过小,则

会影响收敛速度. 通过分析证明,采用最近邻选择策

略可以提高收敛速度.
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