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基于描述子的信息系统属性约简及决策规则优化
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(1. 济南大学 理学院, 济南 250022; 2. 山东大学 数学与系统科学学院, 济南 250100)

摘　要: 在不完备信息系统中,利用描述子来表达决策规则. 引入描述子简化和约简的概念,给出描述子的区分函

数,利用布尔推理理论求取描述子的约简,并由此获取信息系统的优化决策规则. 从保持原系统决策信息的角度出

发,定义信息系统的GS 2约简和D S 2约简, G2约简和D 2约简. 通过对这几种约简及其关系的讨论,从不同角度考察了

信息系统中属性的重要性. 以上结果对于完备信息系统同样有效.
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descrip to rs, a ll the op tim al decision ru les con tained in info rm ation system s can be derived. In o rder to evaluate
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1　引　　言
　　Paw lak 教授提出的粗糙集理论[1 ] ,已成功地应

用于信息系统的决策规则获取以及属性约简[2 ]. 从

数学表示形式上看,完备信息系统是含有属性空值

的不完备信息系统的特例,而含有属性空值的不完

备信息系统则是含有不完全确定属性值的不完备信

息系统的特例. 在完备信息系统中,每个对象关于各

个属性的属性值是已知的,所以可在论域上定义不

可分辨关系,并可利用等价类定义上下近似以及正

域等概念,进而定义信息系统的相对约简[3 ]. 这样定

义的约简只能使确定性决策规则得到简化,但这种

简化并不一定是最优的.

张文修等[4 ]讨论了协调信息系统的约简及其区

分函数求法,在此基础上对决策规则进行优化,但没

有用此方法讨论不协调信息系统. K ryszk iew icz[5 ]定

义了对象的相对约简,并由此求取优化确定性决策

规则. 在不完备信息系统中,某些对象关于某些属性

的属性值是未知的或不完全确定的,所以无法在论

域上定义不可分辨关系. 可以采用不同的方法将其

转化为完备信息系统来处理,但这些方法可能引起

信息丢失或信息失真 (参见文献[ 6 ]的总结) ;也可通

过在论域上定义相容关系,利用经典粗糙集的扩展



模型,在不改变系统原始数据的基础上,讨论其属性

约简以及决策规则获取问题 (如文献[ 7, 8 ]).

L eung 等[9 ]利用属性描述子的概念, 提出了几

种不同的决策规则,并讨论了它们的几种不同的定

量度量. 本文在此基础上,讨论含有不完全确定属性

值的不完备信息系统的一般决策规则优化以及属性

重要性评价问题. 不同于 K ryszk iew icz[5, 7 ]在含有属

性空值的不完备信息系统中,定义相容关系以及关

于对象的相对约简,本文利用描述子约简的概念,通

过定义描述子的区分函数,利用布尔推理理论[10, 11 ]

求取描述子的约简,并由此获取相应的优化决策规

则. 从保持原系统决策信息的角度出发,定义信息系

统的GS 2约简和D S 2约简, G2约简和D 2约简. 通过对

这几种约简及其关系的讨论,从不同角度评估信息

系统中属性的重要性.

2　基本概念
2. 1　不完备信息系统

信息系统可视为一个序对 ( U ,A T ) , 其中U 是

研究对象的非空有限集, 称为论域; A T 是属性的非

空有限集合. 每个对象关于每个属性有唯一的属性

值. 如果信息系统中每个对象关于每个属性的属性

值都是已知的, 即对于任意 a ∈A T , 存在映射 a: U

→V a , a (x ) ∈V a (V a为属性 a的值域) ,则这样的信

息系统称为完备信息系统. 如果信息系统中某些对

象关于某些属性的属性值是未知的或不完全确定

的,则这样的信息系统称为不完备信息系统. 在不完

备信息系统中,未知属性值 a (x ) 可用 a 的所有可能

的取值来表示,即 a (x ) = V a ,或表示为 a (x ) = 3 ,

称为空值. 如果 a (x ) 是不完全确定的, 例如已知

a (x ) 不是V a 中的 b和 c,则可记 a (x ) = V aø{b, c},

意味着对象 x 关于属性 a的属性值取V aø{b, c}中的

某一个. 显然,未知属性值是不完全确定属性值的特

例. 本文讨论含有不完全确定属性值的不完备信息

系统.

一个决策表是一个信息系统 (U ,A T ∪ {d }) ,其

中d | A T ,称为决策属性,并且d关于每个对象的属

性值是已知的; A T 是条件属性的集合. 如果 (U ,A T )

表 1　不完备决策表 (U ,A T ∪ {d})

U a b c e d

x 1 {0, 1} {0} {0, 1} {2} 1

x 2 {0, 2} {1} {0} {0} 2

x 3 {2} {1} {0} {1} 0

x 4 {2} {1} {0} {0, 1} 0

x 5 {1} {0} {0} {2} 2

x 6 {1} {0} {0, 1} {2} 1

是完备信息系统, 则称 (U ,A T ∪ {d }) 为完备决策

表;如果 (U ,A T ) 是不完备信息系统,则称 (U ,A T ∪

{d }) 为不完备决策表. 表1即为一个不完备决策表.

2. 2　描 述 子

文献 [ 9 ] 给出了属性描述子的概念. 对于A Α
A T , a ∈A , v ∈V a ,称 (a , v ) 为A 2原子性质;任何一

个A 2原子性质或几个不同的A 2原子性质的合取称
为A 2描述子. 设 t是一个A 2描述子,以∧表示逻辑

合取,则记 t = ∧ (a, v ) ;所有出现在 t中的属性的集

合记为A T ( t). 如果 (a , v ) 是出现在 t中的原子性质,

则记为 (a , v ) ∈ t. 形式上具有A 2描述子 t所表达的

属性特征的对象的全体称为 t 的支持集, 记为

‖t‖. 即‖t‖ = {x ∈U : v∈ a (x ) , Π (a , v ) ∈ t};

记 d ( t) = {d (x ) : x ∈‖t‖}. 以∨表示逻辑析取,

称 s = ∨
Ξ∈W Α V d

(d , Ξ) 为决策描述子. 类似地, 记 d (s)

= {Ξ: Ξ∈V d , (d , Ξ) ∈ s}. 对于 Ξ∈V d , 记D Ξ =

‖ (d , Ξ)‖= {x ∈U∶d (x ) = Ξ};‖s‖= ∪ {D Ξ:

Ξ ∈ d (s) }. 决策属性 d 确定了论域的划分

U öIND {d } = {D ΞûΞ∈V d }.

注 1　在完备决策表中,‖t‖为由属性集确定

的不可分辨类 (等价类) ; 在含有属性空值的不完备

决策表中,‖t‖为一个最大协调块[8 ].

定义 1[9 ]　对于A Α A T ,记D ES (A ) = { t: t是

A 2 描述子且 ‖t‖ ≠ <}, FD ES (A ) = { t: t ∈

D ES (A ) ,A T ( t) = A }. 对于 t ∈ D ES (A ) , 如果

ûd ( t) û = 1 (其中 ûd ( t) û 表示集合 d ( t) 的基数) ,则

称描述子 t是协调的; 否则, 称为不协调的. 记协调

A 2描述子的集合为CD ES (A ) = { t: t∈ FD ES (A ) ,

ûd ( t) û = 1}. 如果Π t∈ FD ES (A T ) , t都是协调的,

则称信息系统 (U ,A T ∪ {d }) 是协调的; 否则,称为

不协调的.

设 t和 t′是两个描述子,如果对于任意 (a, v ) ∈

t′必有 (a , v ) = t,则称 t′比 t粗或称 t是 t′的加细,

记为 t′: t或 t ; t′. 显然,由 t′: t可得‖t′‖ Β
‖t‖. 对于 B Α A Α A T , t ∈ FD ES (A ) , 记 tûB

= ∧
(b, vb

)∈t, b∈B

(b, v b) ,则 tûB ∈FD ES (B ) ,称为 t在B 上

的限制.

2. 3　一般决策规则与确定性决策规则

(U ,A T ∪ {d }) 中蕴含的知识可表达为决策规

则的形式: t→ s. 其中: t = ∧ (a, v ) , a ∈A Α A T ; s

= ∨ (d , Ξ) , Ξ∈W Α V d. 分别称 t和 s为决策规则

的条件部分和决策部分. 本文简化文献 [ 9 ] 中有关

决策规则的概念,给出如下定义:

定义 2　对于A Α A T , t∈D ES (A ) , s = ∨ (d ,

Ξ) ,如果d ( t) = d (s) ,则称 t→ s为一般决策规则. 如
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果 ûd ( t) û = 1,则称 t→ s是确定性的;否则,称为非

确定性的.

显然,一般决策规则 t→ s是文献[ 9 ] 中的 true

决策规则,记为 t] s. 对于任意 t∈D ES (A ) ,可以诱

导一般决策规则, t] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ).

2. 4　上下近似

对于 A Α A T , 可在论域上定义相容关系 R :

x R y Ζ Π a ∈ A , a (x ) ∩ a (y ) ≠ <. 对于 t ∈

FD ES (A ) ,‖t‖是一个R 相容类. 由于决策表数据

的局限性,‖t‖ 一般不是最大相容类 (即文献 [ 8 ]

中的最大协调块). 因此{‖t‖: t∈ FD ES (A ) }是论

域的覆盖而非完全覆盖.

定义 3　在信息系统 (U ,A T ∪ {d }) 中,对于A

Α A T , X Α U ,令

A
-

(X ) = ∪ {‖t‖: t∈ FD ES (A ) ,

‖t‖ Α X },

Aϖ (X ) = ∪ {‖t‖: t∈ FD ES (A ) ,

‖t‖∩X ≠ <},

分别称为X 的A 2下近似和A 2上近似. 令 PO SA
d (U )

= ∪
Ξ∈V d

A (D Ξ) ,称为信息系统的A 2正域. 易证以下命

题:

命题 1　PO SA
d (U ) Α PO SA Td (U ) , ΠD Ξ ∈

U öIND {d },A T (D Ξ) Α Aϖ (D Ξ).

3　描述子的约简和优化决策规则的求法
3. 1　初等决策规则与优化决策规则

对于一个决策规则 t→ s, ûd (s) û 越小, 说明此

决策规则的确定性程度越好. 特别地,当 ûd (s) û = 1

时, t→ s为确定性决策规则. 对于一个描述子 t′,如

果在 t′中添加新的原子性质将它扩充成 t,则 t ; t′,

d ( t) Α d ( t′) ,说明 t] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ) 比 t′] ∨
Ξ∈d ( t′)

(d , Ξ)

的确定性程度高. 显然, FD ES (A T ) 中的描述子 t导

出的决策规则 t] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ) 的确定性水平最高,称

为由 t 诱导的初等一般决策规则. 进一步, 若有

ûd ( t) û = 1,则称为初等确定性决策规则.

例 1　 表 1 所示不完备决策表中的初等一般

(确定性) 决策规则如下:

t1 = (a , 0) ∧ (b, 0) ∧ (c, 0) ∧ (e, 2) ] (d , 1) ,

t2 = (a , 0) ∧ (b, 0) ∧ (c, 1) ∧ (e, 2) ] (d , 1) ,

t3 = (a , 0) ∧ (b, 1) ∧ (c, 0) ∧ (e, 0) ] (d , 2) ,

t4 = (a , 1) ∧ (b, 0) ∧ (c, 0) ∧ (e, 2) ]
(d , 1) ∨ (d , 2) ,

t5 = (a , 1) ∧ (b, 0) ∧ (c, 1) ∧ (e, 2) ] (d , 1) ,

t6 = (a , 2) ∧ (b, 1) ∧ (c, 0) ∧ (e, 0) ]

(d , 0) ∨ (d , 2) ,

　t7 = (a , 2) ∧ (b, 1) ∧ (c, 0) ∧ (e, 1) ] (d , 0).

　　本文试图在不改变初等决策规则确定性程度

的前提下,简化其条件部分的描述形式.

定义 4　 对于 t ∈ D ES (A T ) , 如果有 t′∈

D ES (A T ) , 满足 t′: t且 d ( t′) = d ( t) ,则称 t′是 t的

一个简化; 进一步, 若有 Π t″: t′, d ( t″) ≠ d ( t) , 则

称 t′是 t的一个约简,此时A T ( t′) 称为A T 关于 t的

约简. 记 t的约简的集合为 red ( t) ,A T 关于 t的约简

的集合为 red A T ( t).

定义 5　如果 t] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ) 是一般决策规则,

t′是 t 的简化, 则称 t′] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ) 是简化决策规

则. 如果 t′是 t的约简,则称 t′] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ) 是优化

决策规则.

令

co re A T ( t) = ∩
t′∈red ( t)

A T ( t′) ,

nec A T ( t) = ∪
t′∈red ( t)

A T ( t′) ,

redun A T ( t) = A T - nec A T ( t).

称 co re A T ( t) 为A T 关于 t的核,称 nec A T ( t) 为A T

关于 t的必要属性集,称 redun A T ( t) 为A T 关于 t的

冗余集.

3. 2　描述子约简的区分函数求法

对于 t∈ FD ES (A T ) ,记‖d ( t)‖ = ∪
Ξ∈d ( t)
‖ (d ,

Ξ)‖, Α(x , t) = {a: a∈A T , (a , v a) ∈ t, v a | a (x ) }.

可证如下定理:

定理 1　对于 t∈ FD ES (A T ) , t′: t,则有

d ( t′) = d ( t) Ζ Π x ∈U - ‖d ( t)‖,

Α(x , t) ∩A T ( t′) ≠ <.

　　 定义 6　 对于 t ∈ FD ES (A T ) , 令 ∃d ( t)

= ∧
x∈U - ‖d ( t)‖

∨ Α(x , t) ,称为描述子 t的区分函数.

根据布尔推理理论[10, 11 ] , 由定理 1可得如下命

题:

命题 2　对于 t∈ FD ES (A T ) ,有:

1) B ∈ red A T ( t) Ζ ∧B 是区分函数 ∃d ( t) 的

极小析取范式的一个合取项;

2) co re A T ( t) = {c: ϖ x ∈U - ‖d ( t)‖, Α(x ,

t) = {c}}.

3. 3　求取优化决策规则的步骤

1) 计算 FD ES (A T ) ,得到所有初等一般决策规

则 t] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ) ;

2) 对于每个 t∈FD ES (A T ) ,计算‖d ( t)‖; 对
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于 Π x ∈U - ‖d ( t)‖,计算 Α(x , t) ;

3) 计算区分函数 ∃d ( t) 的极小析取范式, 求出

red A T ( t) ;

4) ΠB ∈ red A T ( t) ,得出由 t诱导的优化决策

规则 tûB ] ∨
Ξ∈d ( t)

(d , Ξ).

例 2　求解表 1所示不完备信息系统 (U ,A T ∪

{d }) 的优化决策规则.

1) ‖t1‖= {x 1},U - ‖d ( t1)‖= {x 2, x 3, x 4,

x 5}, Α(x 2, t1) = {b, e}, Α(x 3, t1) = {a , b, e}, Α(x 4,

t1) = {a , b, e}, Α(x 5, t1) = {a}; ∃d ( t1) =

∧
x∈U - ‖d ( t1)‖

∨ Α(x , t1) = (a ∧ b) ∨ (a∧ e). 由 t1诱

导的优化确定性决策规则为

t1
1 = (a , 0) ∧ (b, 0) ] (d , 1) ,

t2
1 = (a , 0) ∧ (e, 2) ] (d , 1).

　　2) 对于 t4,‖t4‖= {x 1, x 5, x 6}, ∃d ( t4) = a∨b

∨ e . 由 t4 诱导的优化一般决策规则为

t1
4 = (a , 1) ] (d , 1) ∨ (d , 2) ,

t2
4 = (b, 0) ] (d , 1) ∨ (d , 2) ,

t3
4 = (e, 2) ] (d , 1) ∨ (d , 2).

　　3) 同理, 可得出由 t2, t3, t5, t6, t7 诱导的优化决

策规则 (略).

4　信息系统中属性重要性的评估
4. 1　不完备信息系统的GS - 约简和D S - 约简

定义 7　在不完备信息系统 (U ,A T ∪ {d }) 中,

对于A Α A T ,若A 是满足对于 Π t∈ FD ES (A T ) ,

d ( tûA ) = d ( t) 成立的极小条件属性子集,则称A 为

信息系统的GS 2约简,称所有GS 2约简的交集为信息
系统的GS 2核;若A 是满足对于 Π t∈CD ES (A T ) ,

d ( tûA ) = d ( t) 成立的极小条件属性子集,则称A 为

信息系统的D S 2约简, 称所有D S 2约简的交集为信
息系统的D S 2核.

定义 8　令

∃G = ∧
t∈FDES (A T

)
∧

x∈U - ‖d ( t)‖
∨ Α(x , t) ,

∃D = ∧
t∈CDES (A T

)
∧

x∈U - ‖d ( t)‖
∨ Α(x , t).

分别称 ∃G 和 ∃D 为信息系统的一般区分函数和确定

性区分函数.

命题 3　A 为信息系统的GS 2约简 Ζ ∧A 是区

分函数∃G的极小析取范式的一个合取项; A 为信息

系统的D S 2约简 Ζ ∧A 是区分函数 ∃D 的极小析取

范式的一个合取项.

注 2　1) 信息系统的GS 2约简 (D S 2约简) 是保

证使原系统的每个初等一般 (确定性) 决策规则都

得到简化的极小属性子集, 即它是任一A T 2描述子

(协调A T 2描述子) 的简化. 对于某个A T 2描述子 (协

调A T 2描述子) 而言, GS 2约简 (D S 2约简) 仅是简化

之一, 但一般不一定是约简. 2) 系统的一个D S 2约
简必是某个 GS 2约简的子集; D S 2核是 GS 2核的子
集.

例 3　对于表 1所示不完备决策表,由例 2的结

果计算可得

∃G = ∧
t∈FDES (A T

)
∧

x∈U - ‖d ( t)‖
∨ Α(x , t) =

a ∧ c∧ e,

∃D = ∧
t∈CDES (A T

)
∧

x∈U - ‖d ( t)‖
∨ Α(x , t) =

a ∧ c∧ e.

可见不完备决策表的 GS 2约简为{a , c, e},D S 2约简
亦为{a , c, e}.

命题 4　1) 对于不完备信息系统 (U ,A T ∪

{d }) , 若A 为信息系统的GS 2约简,则A 为使Aϖ (D Ξ)

= A T (D Ξ) 对于Π Ξ∈V d都成立的极小条件属性子

集. 若 A 为信息系统的 D S 2约简, 则 A 为满足

PO SA
d (U ) = PO SA Td (U ) 的极小条件属性子集;反之,

一般不成立.

2) 对于完备信息系统 (U ,A T ∪ {d }) ,A 为GS 2
约简 Ζ A 为使Aϖ (D Ξ) = A T (D Ξ) 对于 Π Ξ∈V d 都

成立的极小条件属性子集; A 为D S 2约简 Ζ A 为满

足 PO SA
d (U ) = PO SA Td (U ) 的极小条件属性子集.

注 3　 在不完备信息系统中, 对于 t1, t2 ∈

FD ES (A ) ,即使 t1≠ t2,但‖t1‖与‖t2‖也可能相

交, 从而一般由‖t‖Α Aϖ (X ) 得不到‖t‖∩X ≠

<. 这正是命题 4之 1) 的充分性不成立的原因.

注 4　由命题 4 可知, 对于完备信息系统, 其

D S 2约简即为文献 [ 3 ] 中定义的相对约简. 一般而

言,在不完备信息系统中,D S 2约简的定义比要求正
域不变更加严格, 因此利用要求正域不变来定义系

统的相对约简没有实际意义.

4. 2　不完备信息系统的D - 约简和G - 约简

定义 9　令

dred (A T ) = ∪
t∈CDES (A T

)
∪

B∈red A T
( t)

B ,

dco re (A T ) = ∩
t∈CDES (A T

)
co re A T ( t).

分别称为信息系统 (U ,A T ∪ {d }) 的D 2约简和D 2
核. 令

gred (A T ) = ∪
t∈FDES (A T

)
∪

B∈red A T
( t)

B ,

gco re (A T ) = ∩
t∈FDES (A T

)
co re A T ( t).

分别称为信息系统 (U ,A T ∪ {d }) 的G2约简和G2
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核.

显然, d red (A T ) (gred (A T ) ) 是能保持原系统关

于确定性 (一般) 决策规则信息量的极小条件属性

子集. 相对于确定性 (一般) 优化决策规则的获取而

言, dco re (A T ) (gco re (A T ) ) 中的属性是绝对必要

的, d red (A T ) - dco re (A T ) (gred (A T ) -

gco re (A T ) ) 中的属性是相对必要的, 而 A T -

dred (A T ) (A T - gred (A T ) ) 中的属性是绝对不必要

的,是冗余的.

例 4　在表 1所示不完备决策表中,由例 2的结

果得出

dred (A T ) = gred (A T ) = A T ,

dco re (A T ) = gco re (A T ) = <.
说明A T 中的属性对于一般决策规则以及确定性决

策规则的获取都是相对必要的.

4. 3　信息系统两类约简的关系

信息系统的GS 2约简 (D S 2约简) 是将所有一般

(确定性) 决策规则简化的极小属性子集,而G2约简
(D 2约简) 则是基于所有一般 (确定性) 优化决策规

则的获取.

一般而言,信息系统的GS 2约简 (D S 2约简) 不是

唯一的; 而信息系统的G2约简 (D 2约简) 则是唯一

的, 其中的属性对于从信息系统中获取一般 (确定

性) 优化决策规则是必要的.

由GS 2约简 (D S 2约简) 的极小性知,其中的每个

属性必属于某个条件属性描述子的某个约简, 从而

它必属于 G2约简 (D 2约简). 可见, 每个 GS 2约简
(D S 2约简) 是G2约简 (D 2约简) 的子集,但G2约简
(D 2约简) 中的属性不一定在某个GS 2约简 (D S 2约
简) 中,如例1中的属性b. 从优化决策规则获取的角

度看, GS 2约简 (D S 2约简) 可能造成信息丢失. 一般

而言, G2核是GS 2核的子集,D 2核是D S 2核的子集.

利用本文方法讨论文献[ 9 ] 中表 2关于小汽车

的不完备信息系统,除了得到[ 9 ]中方法的 4条优化

决策规则外, 还可得到另外两条潜在的优化决策规

则,即

(P , low ) ∧ (M , low ) ∧ (X , h igh) ]
(d , excellen t) ,

(P , h igh) ∧ (M , h igh) ∧ (X , low ) ] (d , poo r).

　　注 5　所谓潜在的优化决策规则,是指在信息

表中虽没有确定的对象支持它, 但可能有对象支持

它,且肯定没有任何对象与它相抵触. 例如信息表中

的数据显示, 只要对象的条件属性描述为 (P , low )

∧ (M , low ) ∧ (X , h igh) ,则必可得到决策结论 (d ,

excellen t) ; 对象 x 2 可能支持此规则,且没有其他任

何对象与此规则相抵触. 不完备信息系统中所蕴含

的这种决策规则也是有意义的.

5　结　　语
　　利用描述子的约简及其区分函数来求一般决

策规则的优化决策规则, 能够充分挖掘信息系统中

的决策信息. 通过描述子的简化来定义信息系统的

GS 2约简和D S 2约简,通过描述子的约简来定义信息

系统的D 2约简和G2约简,可从不同角度对信息系

统中各条件属性的重要性作出全面的评估. 这些结

论在完备信息系统和含有属性空值的不完备信息系

统中是成立的,可视为文献[ 3 ] 定义的相对约简、文

献[ 4 ] 关于协调完备信息系统约简的推广, 以及文

献[ 5 ] 关于优化决策规则获取方法的改进.
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