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一类线性不确定切换系统的非脆弱控制器设计方法
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摘　要: 针对一类线性不确定切换系统,在控制器增益存在加性摄动的情况下,给出了非脆弱状态反馈控制器的两

种设计方案:方案 1是利用多L yapunov函数方法,通过子系统之间的切换,使系统对所有可允许的不确定性保持渐

近稳定;方案 2是基于平均驻留时间方法,给出了非脆弱状态反馈控制器存在的一个充分条件. 相应的结果都是以线

性矩阵不等式的形式给出. 最后以一个数值例子说明了上述两种方法的有效性.
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Abstract: Tw o k inds of design schem es of non2fragile sta te2feedback con tro llers fo r a class of uncerta in sw itched

linear system s are developed. T he con tro ller gain to be designed is assum ed to have addit ive gain varia t ions. Based

on m ultip le2L yapunov function techn ique, the first design m ethod guaran tees that the sw itched system is

asymp to tically stab le fo r all adm issib le uncerta in t ies by m eans of sw itch ing among subsystem s. T he second m ethod

p resen ts a sufficien t condit ion fo r the ex istence of non2fragile con tro llers by emp loying average dw ell t im e m ethod.

T he co rresponding resu lts are all given in term s of linear m atrix inequalit ies (LM Is). F inally, a sim ulation examp le

show s the effectiveness of the p ropo sed app roaches.
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1　引　　言
　　近年来,切换系统已成为控制领域的一个热门

研究课题,并取得了丰硕的成果[1～ 6 ]. 切换系统是混

杂动态系统中的一个重要类型,它是由一组连续微

分方程描述的子系统以及作用在其中的切换规则所

构成. 这种控制系统在许多实际工程中经常遇到,如

电力系统网络的切换,某些机器人控制系统等.

切换系统的稳定性分析是近年来研究最为集中

的问题之一. 共同L yapunov 函数方法可保证任意

切换下的稳定性, 然而实际系统中存在共同

L yapunov函数的情况并不多见. 于是一些学者转向

研究切换系统在一些确定切换策略下的稳定性条

件. 文献 [ 1 ]利用多L yapunov 函数方法, 通过设计

适当的切换律,研究切换系统的稳定性. 一些文献表

明,在切换系统的稳定性分析中,驻留时间方法已成

为一个有效的工具[7～ 9 ]. 文献[ 8 ]将驻留时间的概念

推广到平均驻留时间.

在实际中,控制器的实现由于硬件 (如A öD 和



D öA 转换)、软件 (如计算截断误差)等原因,存在着

一定的控制器参数变化,这种变化将导致闭环系统

的性能下降甚至稳定性被破坏. 此时采用传统的鲁

棒控制方法,将表现出高度的脆弱性. 因此,对于非

脆弱控制问题的研究具有重要的实际意义[10～ 12 ]. 由

于切换系统的连续动态和离散动态同时存在,对其

非脆弱控制的研究要相对复杂和困难. 到目前为止,

基于非脆弱控制方法,切换系统的稳定化问题尚未

见报道.

本文研究一类线性不确定切换系统的非脆弱控

制问题. 在考虑控制器增益存在加性摄动的情况下,

分别利用多L yapunov 函数方法和平均驻留时间方

法,给出了非脆弱状态反馈控制器存在的充分条件,

相应的结果都以线性矩阵不等式 (LM I)的形式给

出. 最后用数值仿真验证了所得结果的有效性.

2　问题描述与预备知识
　　考虑如下一类线性不确定切换系统:

xα= (A Ρ + ∃A Ρ) x + B Ρu Ρ. (1)

其中: x ∈R n是状态; u i是控制输入; Ρ( t) : [ 0, + ∞)

→M = {1, 2,⋯,m } 是切换信号,它是一个依赖于

时间 t或状态 x 的分段常值函数; A i 和B i是具有适

当维数的常数矩阵; ∃A i (õ) 是不确定实值矩阵函

数,且具有如下形式:

∃A i ( t) = D iF 1i ( t) E i.

其中: D i 和 E i 是具有适当维数的已知常数矩阵;

F 1i ( t) 是未知矩阵函数,且满足 F T
1i ( t) F 1i ( t) ≤ I.

对于给定的不确定切换系统 (1) ,当控制器参数

存在摄动时,本文考虑如下形式的状态反馈控制器:

　　　　　u i ( t) = (K i + ∃K i) x ( t). (2)

其中: K i 为控制器增益, ∃K i 为控制器增益摄动. 本

文假设该摄动满足如下形式:

∃K i = H iF 2iG i, (3)

其中F T
2i ( t) F 2i ( t) ≤ I , i∈M . 文献[ 10 ]称其为加法

式增益摄动.

对于切换系统 (1) , 本文要解决的问题是: 设计

非脆弱状态反馈控制器, 使得系统 (1) 对于所有可

能的不确定性渐近稳定. 下面利用多L yapunov函数

方法和平均驻留时间方法, 给出此问题的两种解决

方案.

3　主要结果
3. 1　多L yapunov函数方法

下面的定理利用多L yapunov函数方法,给出了

当控制器增益具有加法式摄动时, 非脆弱状态反馈

控制器的设计方案.

定理 1　如果存在同时非负或同时非正的常数

Βij ( i, j ∈M ) 以及正数 Ε1i, Ε2i, Αi,使得矩阵不等式组

　　P iA i + A T
i P i + Ε1iP iD iD

T
i P i + Ε- 1

1i E T
i E i +

　　Ε2iP iB iH iH
T
i B

T
i P i + Ε- 1

2i GT
i G i -

　　2ΑiP iB iB
T
i P i + ∑

m

j= 1
Βij (P j - P i) < 0 (4)

有正定解矩阵 P i, 则存在非脆弱状态反馈控制器

(2) , 使系统 (1) 渐近稳定, 其控制器参数变化 ∃K i

满足式 (3) ,控制增益 K i = - ΑiB
T
i P i.

证明　当 Βij 同为非负时,由矩阵不等式组 (4)

知, 任意一个固定的 i ∈M , 如果对于 x ∈ R n 有

x T (P j - P i) x ≥ 0, Π j ∈M ,则有

P iA i + A T
i P i + Ε1iP iD iD

T
i P i +

Ε2iP iB iH iH
T
i B

T
i P i + Ε- 1

1i E T
i E i +

Ε- 1
2i GT

i G i - 2ΑiP iB iB
T
i P i < 0. (5)

显然, 对于 Π x ∈ R nø{0}, 必有一个 i ∈M , 使得

x T (P j - P i) x ≥ 0, Π j ∈M . 对于任意 i∈M ,令

8 i = {x ∈R nûx T (P j - P i) x ≥ 0, Π j ∈M },

则∪
m

i= 1

8 i = R nø{0}. 构造集合

8ϖ1 = 8 1,⋯, 8ϖi = 8 i - ∪
i- 1

j= 1

8ϖj ,

⋯, 8ϖm = 8 m - ∪
m - 1

j = 1
8ϖj ,

显然有

∪
m

i= 1
8ϖi = R nø{0}, 8ϖi ∩ 8ϖj = <, i≠ j.

构造切换律

Ρ = arg m in{x TP ix , i∈M }, (6)

取L yapunov 函数V i (x ( t) ) = x TP ix , P i 为满足式

(4) 的对称正定矩阵. 当x ( t) ∈8ϖi时,V i (x ( t) ) 沿系

统 (1) 对时间 t的导数为

Vα
i (x ( t) ) =

x T [ (A i + ∃A i) T P i + P i (A i + ∃A i) ]x +

x T [ (K i + ∃K i) TB T
i P i + P iB i (K i + ∃K i) ]x ≤

x T (A T
i P i + P iA i + Ε1iP iD iD

T
i P i + Ε- 1

1i E T
i E i +

Ε2iP iB iH iH
T
i B

T
i P i + Ε- 1

2i G T
i G i - 2ΑiP iB iB

T
i P i) x.

故由式 (5) 及多L yapunov 函数方法可知, 系统 (1)

是渐近稳定的.

当 Βij 同为非正时,类似可证存在非脆弱状态反

馈控制器,使系统 (1) 渐近稳定. □

注 1　令X i = P - 1
i ,对式 (4) 两端分别左乘和右

乘X i,由 Schu r补引理可得如下LM Is形式:

# i 7 T
i

7 i 4 i

< 0. (7)

其中
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# i = A iX i + X iA
T
i + Ε1iD iD

T
i +

Ε2iB iH iH
T
i B

T
i - 2ΑiB iB

T
i - ∑

m

j = 1
ΒijX i,

7 i = (E iX i　G iX i　X i　⋯　X i) T ×

( I　0　0　⋯　0) ,

4 i = diag{- Ε1i I , - Ε2i I , - Β- 1
i1 X 1,⋯,

- Β- 1
i, i- 1X i- 1,⋯, - Β- 1

im X m }.

3. 2　平均驻留时间方法

定义 1[8 ]　对于切换信号 Ρ和 t≥ Σ≥ 0,N Ρ (Σ,

t) 表示在时间段 (Σ, t) 上切换的次数. 如果存在N 0

≥ 0, Σa > 0,使得

N Ρ ( t, Σ) ≤N 0 +
t - Σ

Σa
(8)

成立, 则正数 Σa 称为平均驻留时间 (本文取N 0 =

0).

定理 2　考虑切换系统 (1) ,如果存在正定矩阵

P i及正数 Ε1i, Ε2i, Αi, Κ0 和 Λ≥ 1,使得矩阵不等式组

P iA i + A T
i P i + Ε1iP iD iD

T
i P i + Ε- 1

1i E T
i E i +

Ε2iP iB iH iH
T
i B

T
i P i + Ε- 1

2i GT
i G i -

2ΑiP iB iB
T
i P i + 2Κ0P i < 0, (9)

P i ≤ ΛP j , Π i, j ∈M (10)

成立,则对于任意满足平均驻留时间

Σa ≥ Σ3
a =

ln Λ
2Κ , Κ∈ (0, Κ0) (11)

的切换律, 存在非脆弱状态反馈控制器 (2) , 使系统

(1) 指数稳定, 其控制器参数变化 ∃K i 满足式 (3) ,

控制增益 K i = - ΑiB
T
i P i.

证明　定义分段L yapunov函数

V ( t) = V i (x ) = x TP ix , (12)

其中 P i 为满足式 (9) 和 (10) 的对称正定矩阵. 由式

(12) 知存在两个正数 a 和 b,使

a‖x‖2 ≤V i (x ) ≤ b‖x‖2. (13)

其中: a = inf
i∈M

Κm in (P i) , b = sup
i∈M

Κm ax (P i).

当第 i 个子系统被激活时, 结合式 (9) 可得

V i (x ) 沿相应的子系统对时间 t的导数满足

Vα
i < - 2Κ0V i. (14)

对于Π t > 0,令 0 = t0 < t1 < ⋯ < tk = tN Ρ(t, 0) 表示

在时间段 (0, t) 上的切换点,由式 (14) 可得

V ( t) ≤V ( tk ) e- 2Κ0 ( t- tk ) ≤

Λ[V ( tt- 1) e- 2Κ0 ( tk - tk- 1) ]e- 2Κ0 ( t- tk ) ≤

⋯≤ ΛN Ρ( t, 0) e- 2Κ0 tV (0) =

e- 2Κ0 t+ N Ρ( t, 0) ln ΛV (0). (15)

如果 Σa 满足条件 (11) ,则由定义 1可知,对于 Π t >

0,有

N Ρ ( t, 0) ln Λ≤ 2Κt.

所以式 (15) 可变为

V ( t) ≤ e- 2 (Κ0- Κ) tV (0). (16)

由式 (13) 和 (16) 可得

‖x ( t)‖≤ böae- (Κ0- Κ) t‖x 0‖.

所以切换系统 (1) 是指数稳定的. □

注 2　令X i = P - 1
i , X j = P - 1

j ,对式 (9) 两端分

别左乘和右乘 X i, 对式 (10) 两端分别左乘和右乘

X j ,由 Schu r补引理可得如下LM Is形式:

A iX i + X iA T
i + Ε1iD iD T

i +

2Κ0X i + Ε2iB iH iH T
i B T

i - 2ΑiB iB T
i

X iE T
i X iGT

i

E iX i - Ε1i I 0

G iX i 0 - Ε2i I

< 0,

(17)

- ΛX j X j

X j - X i

< 0, Π i, j ∈M . (18)

　　注 3　当 Λ = 1时, Σ3
a = 0,则有

V ( t) ≤ e- 2Κ0 tV (0) ,‖x ( t)‖≤ böae- Κ0 t‖x 0‖.

因此系统 (1) 在任意切换下达到全局指数稳定.

4　仿真研究
　　考虑如下线性不确定切换系统:

xα( t) = (A i + ∃A i) x ( t) + B iu i, i = 1, 2. (19)

其中

A 1 =
- 5 0

3 1
,A 2 =

2 3

0 - 1
,

B 1 =
1 1

- 2 1
,B 2 =

- 1 2

2 1
,

D i =
0. 5 0

0 0. 5
, E i =

0 0. 3

0. 5 0
,

F 1i ( t) = sin t, i = 1, 2.

假设控制增益具有加性摄动,即 ∃K i = H iF 2iG i, 其

中

G i =
0. 2 0

0 0. 2
, F 2i ( t) = sin t, H i = 0. 1.

取初始点 x (0) = (- 1　2) T ,则系统 (19) 两个子系

统的闭环状态响应分别如图 1和图 2所示.

下面分别采用多L yap unov函数方法和平均驻

留时间方法,验证所得结论的有效性.

图 1　第 1个子系统的状态响应
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图 2　第 2个子系统的状态响应

　　 (1) 多L yapunov函数方法

　　取Β12 = 1. 5, Β21 = 1, Αi = 0. 5, Ε1i = Ε2i = 1,利

用定理 1的方法求解LM Is (7) ,得到正定矩阵

P 1 =
0. 250 1 0. 310 7

0. 310 7 0. 567 7
,

P 2 =
0. 579 2 0. 418 0

0. 418 0 0. 475 4
.

令

8 1 = {x ∈R nûx T (P 2 - P 1) x ≥ 0, x ≠ 0},

8 2 = {x ∈R nûx T (P 1 - P 2) x ≥ 0, x ≠ 0}.

则 8 1 ∪ 8 2 = R nø{0}. 给出切换律的设计如下:

Ρ( t) =
1, x ( t) ∈ 8 1;

2, x ( t) ∈ 8 2ø8 2.

设计相应的非脆弱状态反馈控制器

uΡ ( t) = (K Ρ + ∃K Ρ) x ( t) , Ρ∈ {1, 2}.

其中 ∃K i 满足式 (3) , K i = - ΑiB
T
i P i.

由图 3可以看出,在所设计的非脆弱控制器下,

系统 (19) 的闭环系统是渐近稳定的.

图 3　切换系统 (19) 的状态响应

(2) 平均驻留时间方法

取 Αi = 1, Ε1i = Ε2i = 1, Κ0 = 0. 25, Λ= 1. 127 5,

利用定理 2的方法求解LM Is (17) 和 (18) ,得到正定

矩阵

P 1 =
0. 430 2 0. 270 7

0. 270 7 0. 414 8
,

P 2 =
0. 461 8 0. 285 9

0. 285 9 0. 415 5
.

令Κ= 0. 1 5 , 由Σa≥Σ3
a =

ln Λ
2Κ可知Σ3

a = 0. 4 , 取驻

留时间 Σa = 0. 5. 假设下面的切换序列成立:

Ρ =
1, k = 0, 2,⋯,

2, k = 1, 3,⋯,
tk = 0. 5k.

设计非脆弱状态反馈控制器 (2).

从图 4可以看出,切换系统 (19) 在所设计的非

脆弱控制器下能够快速收敛.

图 4　切换系统 (19) 的状态响应

5　结　　论
　　本文研究一类具有时变参数不确定性的线性切

换系统的非脆弱控制问题. 当控制器增益存在加法

式摄动时,给出了非脆弱控制器的两种设计方案. 分

别利用多L yapunov 函数方法和平均驻留时间方

法,使得闭环系统对所有允许的不确定性,在所设计

的非脆弱控制器下是渐近稳定的. 应用线性矩阵不

等式 (LM Is)的可解性,给出了闭环系统渐近稳定的

充分条件.
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值示例说明了本文方法的可行性. 在多目标问题中,

参数依赖型L yapunov 函数方法具有明显的优势.

如何利用参数依赖型L yapunov 函数的思想, 解决

具有极点约束或其他性能指标约束的多目标滤波器

设计问题,是有待于进一步研究的课题.
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